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4 Potenzen, Wurzeln & Logarithmen

Wir wollen uns in diesem Kapitel die algebraischen Grundlagen und Fertigkeiten
im Umgang mit Potenzen aneignen, welche uns den Zugang zu den Anwendun-
gen, welche wir im anschliessenden

ANALYSIS - Kapitel 4: Potenz- & Exrponentialfunktionen

besprechen werden, erleichtern werden.

Dazu werden wir unseren bisherigen Wurzelbegriff auf Wurzeln mit rationalen
Ezponenten erweitern, zwei neue Gleichungstypen, die Potenzgleichungen und
die Exponentialgleichungen kennenlernen und zur Losung den Logarithmus und
dessen Gesetze einfithren.

4.1 Das Rechnen mit Potenzen

Wir beginnen mit der folgenden Definition:

Definition 4.1 (Die n-te Potenz)

a:= a-a-a- ... -a heisst die n-te Potenz von a
—_—

n Faktoren

e ¢ ist die sog. Basis

e n ist der sog. Exponent

Wir fithren im Folgenden die Potenzgesetzen (fiir Potenzen mit natiirlichen
Exponenten) ein und werden anschliessend Potenzen mit negativen und mit
rationalen Exponenten einfithren. Dort wird es um folgende Fragen gehen:

Was ist 572 ?
Was ist 43 ?



4.1.1 Die Potenzgesetze

Wir setzen folgendes voraus: a,b € Ryg, n,m €N

1. Gesetz a"-a™ =

Bsp.:

2. Gesetz a":a™ =

Bsp.:



3. Gesetz a"-b" =

Bsp.:

4. Gesetz a":b" =

Bsp.:

5. Gesetz (a")™ =

Bsp.:

und wir definieren a" :=

Aufgaben 4.1 Beweise das 2. Potenzgesetz:



4.1.2 Die Einfiihrung negativer Exponenten

Idee:

Bsp.:

Beachte: Die Potenzgesetze gelten auch fiir Potenzen mit
negativen Exponenten:

Bsp.:

4.1.3 Die Einfiihrung rationaler Exponenten

Idee:

Bsp.:

Beachte: Die Potenzgesetze gelten auch fiir Potenzen mit
rationalen Exponenten.

Bsp.:



Aus den Definitionen der Potenzen mit negativen und rationalen Exponenten
und den Potenzgesetzen folgen unmittelbar die folgenden Darstellungen:

und die Behauptung: Va? = (/a)?

Eine nette Anwendung;:

Berechne 16 1

Wir kénnen nun auch an einem Zahlenbeispiel den Sinn der Forderung nach
positiven Radikanden aufzeigen:



Aufgaben 4.2 e Schreibe als Potenz:

1. V3 =
1
2.ﬁ:
1
3'376:
Lk

e Vereinfache:

1 1
1. —

T

Algebra-Aufgaben: Potenzen, Wurzel €& Logarithmen 1
(Zugehérige Losungen)

Weitere Aufgaben: Deller/Gebauer/Zinn: Algebra 2 Nr. 1- 41 (ohne 39,40)


https://ronaldbalestra.ch/dokumente/algebra/4-potenzen-wurzeln/aufgaben/Aufg1.pdf
https://ronaldbalestra.ch/dokumente/algebra/4-potenzen-wurzeln/loesungen/Loesungen1.pdf

4.2 Potenzgleichungen

Das Losen von Potenzgleichungen wollen wir mit Hilfe einiger Beispiele bespre-
chen und dabei die folgende zentrale Idee verfolgen:

Beispiel 4.1 o 64 =4

e 27" =9

Zusammenfassend konnen wir festhalten:

Ein letztes Beispiel hierzu: 4 - 2% + 32 = 4%

Aufg.: Deller/Gebauer/Zinn: Algebra 2 Nr. 48 - 58 (mind. 1 Aufg. aus Nr. 58)



4.3 Der Logarithmus

Wir wollen den Logarithmus und seine Bedeutung an folgendem Beispiel be-
sprechen:
10* = 1000 & T= ...
& x = log(1000)

Definition 4.2 (Der Logarithmus)

a®* =b < x:=log,(b) =log,b fiira€RsgANa#l1.

Bem.: e Sprechweise:
Der Logarihmus zur Basis a vom b (Kurz: log a von b)

o Anwendung:
Losen von Exponentialgleichungen:

e Bedeutung:
log, b = der Zahl, die als Exponent zur Basis a b ergibt:

Beispiel 4.2 ¢ 5" =620 =

e 6" =362 =

e log;(9)= ..., denn
e log,(r") = ... , denn

® IOga(\B/aj) =

)=

o log,(

| =

e log,(0) =



Aufgaben 4.3 Formuliere jeweils die zugehorige Potenzgleichung und be-
stimme x:

1. log,(8) =3 &

2. log,(5) =4 <

3. log,(6) =0 <

4. logg(xz) =loggz =0 <
5. logs(z) =logsz =4 <
6. logy(z) =logyz =6 <
7. logi2=2 &

8. logsl=2 &

9. logs0=2 &

Aufg.: Deller/Gebauer/Zinn: Algebra 2 Nr. 5 - 15



Die folgenden zwei Beziehungen kénnen das Rechnen mit Logarithmen we-
sentlich vereinfachen:

° alOga(b) =b

Beweis:

o log,(a”) =

Beweis:

Anwendungen :

1. 120812 17 —
9 19210g12 17 —
3. 37 logxr 8 —
4. log,(43) =
5. log,(2%) =

6. log4(é) =

Aufg.: Deller/Gebauer/Zinn: Algebra 2 Nr. 19 - 21

10



4.3.1 Die Logarithmengesetze

Die Definition des Logarithmus und seine Anwendung haben wir schon kennen
gelernt, bei der Losung von
Exponentialgleichungen, also Gleichungen, wo die Losungsvariable ...
Wir waren zur Bestimmung der nummerischen Losung jedoch auf schine Zah-
lenbeispiele angewiesen:
zB:d*=2=2= ... ... .. ).
Mit Hilfe der Logarithmengesetze werden wir Rechenregeln kennenlernen, die
uns erlauben, beliebige Exponentialgleichungen zu l6sen und mit Logarithmen
zu rechnen .

Fiir die Beweise der Logarithmengesetze werden wir auf die Potenzgesetze

und auf die folgenden uns schon bekannten Beziehungen zuriickgreifen:
e log,(a®)= ...

o a°8.(3) =

Die letzte Beziehung erlaubt uns jede positive reelle Zahl als eine Potenz
beziiglich einer beliebigen positiven Basis darzustellen:

Bsp.:

1. Die Produkteregel: log,(x-y) =log,(x) + log,(y)

Beweis:  log,(z-y) = 10ga(a10ga(m).aloga(y))
— loga(aloga(ay)+loga(y))

= log,(v) +log,(y) O

Bem.:

11



2. Die Quotientenregel: Vermutung: log,(z:y)= ...

Beweis:  log,(z:y) =

Bem.:

3. Die Potenzregel: Formuliere eine Vermutung und beweise sie.

Bem.:

Aufg.: Deller/Gebauer/Zinn: Algebra 2 Nr. 32 - 42

12



Mit den neuen Regeln sind wir nun schon in der Lage einige Logarithmen-
gleichungen zu losen.

Beispiel 4.3 o log,(9z +5) — logy(z) =1

o log;o(22 + 3) +log;(1 — z) —log;o(1 —4z) =0

Aufg.: Deller/Gebauer/Zinn: Algebra 2 Nr. 43, 44

13



Altere Taschenrechnermodelle berechnen uns nur die 10er Logarithmen zur
Basis 10

log :=log;,

und die natiirlichen Logarithmen zur Basis e

In:=log, , mite= Euler'scheZahl

Beispiel 4.4 Berechne mit dem TR ...
1. In2=
2. Ine? =
3. In-1=
4. Inl =

Aufg.: Deller/Gebauer/Zinn: Algebra 2 Nr. 22 - 25

Doch wie ldsst sich mit dem TR log, 3 berechnen?

Wir brauchen eine weitere Regel, die Kettenregel, welche uns den Basiswech-
sel eines Logarithmus erlaubt:

aloga (@)

= blOgb (w) = =

Zusammengefasst konnen wir festhalten:

4. Die Kettenregel:

Beispiel 4.5 Berechne
1. logy 3 =
2. log, 49 =

14



Wir sind nun in der Lage die folgenden Beispiele ohne TR zu l6sen:

Beispiel 4.6 Berechne/ 16se ohne TR:

1 logy 3 -logg4
' log, 2

2. (a) logs 8 =loggx

(b) log, 225 =log, 15

Vermutung;:

Aufg.: Deller/Gebauer/Zinn: Algebra 2 Nr. 78 - 82

15



4.3.2 Exponentialgleichungen

Unsere mathematischen Kenntnisse wollen wir nun zum Lésen von Exponenti-
algleichungen verwenden:

Beispiel 4.7 e 5"=9

e 73 =10

e 2.3"=47.5

o 315 3% = 100

Aufg.: Deller/Gebauer/Zinn: Algebra 2 Nr. 45 - 52

16



...und einmal mehr mit Hilfe einer Substitution lasst sich auch noch die fol-
gende Exponentialgleichung l6sen:

Beispiel 4.8 16" +5-47" =14

Aufg.: Deller/Gebauer/Zinn: Algebra 2 Nr. 53 - 54

17



4.4 Anwendungen

4.4.1 pH-Berechnungen

Der pH-Wert einer Losung betragt
pH = —logyoc
Dabei bedeutet ¢ die Wasserstoffionen-Konzentration in Mol pro Liter.

1. Berechne den pH-Wert einer Lauge mit ¢ = 2.5 - 10712 mol/I,
von Wasser mit ¢ = 1077 mol/l  und
von einer Siure mit ¢ = 5.75 - 1072 mol/1.

2. Wahrend eines Gewitters wird beim Regenwasser ein pH-Wert von 2.8
gemessen.
Wieviel mal grosser ist die Konzentration ¢ im Regenwasser als in reinem
Wasser (pH = 7)?

18



4.4.2 Temperaturverlauf

Die Temperatur T[°C] einer Kaffeetasse betrigt im Zeitpunkt ¢[min]
T(t)=a-e ¥ +b
Es werden die folgenden Werte gemessen:
T(0) =85, T(4) =68.5% T(8) =55.5"
1. Berechne die Parameter a,b und k.

2. Wann ist der Kaffe 60° warm ?

19



Aufgaben 4.4 Bestimme algebraisch die Parameter fiir die folgende Funk-
tionsgleichung:
Ult)=a-e " +b

so dass die Funktion
1. an der Stelle 0.5 den Wert 85° hat,
2. U(4) = 68.5° erfiillt und

3. mit dem Argument 7.5 den Funktionswert 55.5° er-
reicht.

20



4.4.3 Helligkeitsmessungen

Mit der Formel
m = —2.5logy(J : Jo)

wird in der Astronomie die Helligkeit m von Sternen bestimmt.
(Dabei ist J die physikalisch messbare Strahlungsintensitt)

1. Fiir die Sonne gilt: m = —26.7 und J = 1.36 - 103
Berechne Jj.

2. Die Helligkeit des Polarstern betragt m = 2.1.
Berechne dessen Strahlungsintesitit J.

3. Wievielmal grosser ist die Strahlungsintensitéit der Sonne als jene der
schwichsten, mit dem Hubbel-Weltraumteleskop gerade noch sichtbaren
Sterne, deren Helligkeit m = 30 betragt?

4. Die Helligkeitsskale geht wahrscheinlich auf den griechischen Astronomen
Hipparch (um 150 v. Chr.) zuriick. Die hellsten Sterne wurden als Sterne 1.
Grésse (m = 1) bezeichnet. Die von blossem Auge gerade noch sichtbaren
Sterne wurden Sterne 6. Grésse (m = 6) genannt.

(a) Wievielmal grosser ist die Strahlungsintensitit bei einem Stern der
1. Grosse als bei einem Stern der 6. Grosse ?

(b) Gib die Strahlungsintensitéiten der Stern 2., 3., 4., 5. und 6. Grosse
als Vielfache der Strahlungsintensitit J; der Sterne 1. Grosse an.

21



4.4.4 Barometrische Hohenformel

Fiir den Verlauf des Luftdruckes gilt fiir Hohen bis zu ~ 100km und bei kon-
stanten Temperaturen die folgende Formel:

p(h) = po - e~ T

mit pg = Luftdruck auf Meereshohe bei 0° C = 101.325 kPa.

1. Bestimme den Luftdruck in Ziirich.
2. Bestimme den Luftdruck auf einer Hohe von 10 000m.
3. Wir gehen vom Luftdruck auf Meereshohe aus.

(a) Bestimme die Hohe, in welcher sich der Luftdruck halbiert.

(b) Bestimme die Hohe, in welcher sich der Luftdruck auf 25% reduziert
hat.

4. Wir gehen vom Luftdruck auf der Hohe von Ziirich aus.

(a) Bestimme die Hohe, in welcher sich der Luftdruck halbiert.

(b) Bestimme die Hohe, in welcher sich der Luftdruck auf 25% reduziert
hat.

22



4.4.5 Die Lautstirke

Die durch den menschlichen Gehorsinn empfundene Lautstérke L (das ist der
Schalldruck, gemessen in Dezibel) ist durch das

J
Weber-Fechner-Gesetz: L = 10log <J)
0
definiert, wobei J die Intensitét des Gerdusches und Jy die Intensitét des Gerdusches,
welches von einem gesunden Gehor gerade noch wahrgenommen werden kann,
ist.

A Lirmometer

Disenflugzeug, 100m entfernt
“Motorsage

laure Discorustk
- Breplufihammer.
Lusikraftwagen
- starker Autoverkehr

Kritische Grenze
fiir Gehorschiden
bei Daverlirm

Beginn der
Beeintrichtigung

Staubsauger

normale Unterhaltung

—30 Fliistern
- Der Léirmometer verschafft einen klei-
nen Uberblick iiber géingige Emissio-
nen:

, : ( Quelle: Hessisches Landesamt fiir Umwelt
dB) - - & Geologie )

Das Ticken einer Uhr

Aufgaben 4.5 e Fine Verdoppelung der Schallintensitit J fihrt zu ei-
ner Zunahme der Lautstirke L um 3 dB.
D.h., wenn z.B. die Lautstirke eines Autos 60 dB ist,
dass die Lautstirke zweier Autos nicht ...... , son-

1. Verifiziere die Zunahme um 8 dB am Autobei-
spiel.

2. Beweise die Behauptung allgemein.

e FEine Erhéhung um 10 dB wird vom Menschen als eine
Verdoppelung der Intensitdt empfunden.
Welche Zunahme der Intensitit J bedeutet dies?

23



4.4.6 Radioaktiver Zerfall

Wir schliessen dieses Kapitel mit einer Anwendung aus der Physik/ Chemie:
dem radioaktiven Zerfall

Unter Radioaktivitit verstehen wir die Fahigkeit gewisser Kernarten, sich
unter Aussenden von Strahlung umzuwandeln.

Bei der Radioaktivitéit kénnen wir drei Arten von Strahlung unterscheiden:

Bevor wir den radioaktiven Zerfall besprechen, einige Erlduterungen zum
Aufbau einen Atoms: ( Bohr’sches Atommodell )

24



Das Periodensystem
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Zwei Zerfallsarten:

e Der a - Zerfall  tritt bei Kernen mit hoher Massezahl (> 200)
auf.
Da ein He 3 Teilchen ausgeschleudert wird,
muss die Massezahl um 4 und die Kernla-
dungszahl um 2 abnehmen.

Bsp.: Ra 2% — Rn 22 + He 3

210
Po g4° —

e Der 8 - Zerfall tritt bei Kernen mit relativem Elektro-
neniiberschuss auf.
Das ausgeschleuderte Elektron entsteht bei
der Umwandlung eines Neutrons in ein Pro-
ton und ein Elektron

Bsp.: Sr9 =Y +e

Ph 24t -

Die v-Strahlung/ Rontgenstrahlung ist eine energiereiche Begleiterscheinung
des a- oder - Zerfalls.

Bei diesen Zerféllen vollzieht sich im Kern ein Umwandlungsprozess, wobei
der Kern aus einem angeregten Zustand in einen energieimeren Zustand iiber-
geht.

Dieser Zerfall folgt folgendem Gesetz:

N(t) = No . 67>\t

Aus dem Zerfallsgesetz lisst sich ein Zusammenhang zwischen der Halbwerts-
2O (S o )
und der Zerfallskonstante X\ herstellen, der u.a. eine praktische Anwendung in
einer archiologischen Altersbestimmung findet.

26



Bestimmung der Halbwertszeit:

Wir gehen von folgendem Ansatz aus: Np-e M = %
& e = 3
& Ine™™ = In %
In %
< L= —=
< t = ITQ =: T1/2

Eine praktische Anwendung:

Bei einer u.a. in der Archéologie verwendeten Methode zur Altersbestim-
mung wird die C'#-Konzentration von einem lebenden Oganismus mit jener des
Fundes verglichen.

Da die Halbwertszeit des C''*-Isotopes bekannt ist, lisst sich mit der Beziehung
zwischen Zerfallskonstante und Halbwertszeit und der Gleichung fiir den expo-
nentiellen Zerfall das Alter des Fundes bestimmen.

( Die Methode beruht auf der Annahme, dass das Verhiltnis zwischen dem "norma-
len” Kohlenstoff C'? und dem radioaktiven Isotop C'* in der Atmosphihre zeitlich
konstant bleibt (C** zerfillt einerseits laufend, wird aber andererseits laufend durch
die kosmische Strahlung neu erzeugt.)

Lebewesen (Tiere, Pflanzen, ...) nehmen also C 12 ynd C' in einem konstanten Verhilt-
nis auf. Mit dem Tod endet diese Aufnahme und das Verhiltnis von C'? zu C** &ndert
sich, da C'* zerfillt. )

Beispiel 4.9 Bei Ausgrabungsarbeiten in der N&he unserer Mensa wur-
den die Reste eines Hamburgers gefunden, deren C!4-
Radioaktivitdt 90% der Aktivitdt von lebenden Pflanzen
betrug.

Bestimme das Alter des Hamburgers.

Eine nette graphische Darstellung des Prinzps der Altersbestimmung mit C14
ist zu finden unter Prinzp der Altersbestimmung mit C'14

27


https://www.leifiphysik.de/kern-teilchenphysik/anwendungen-der-kernphysik/grundwissen/altersbestimmung-mit-der-radiocarbonmethode

4.5 Weitere Beispiele & Anwendungsbereiche

Weitere Aufgaben sind zu finden unter:

Potenzen, Wurzeln & Logarithmen ... Weitere Aufgaben ...

4.5.1 Entfernungsbestimmung in der Astronomie

Fiir einen Einstieg geeignet
o Leifiphysik

e Uni Gottigen

4.5.2 Praktische Anwendungen
Einen Einstieg in eine Vielzahl von Praktischen Anwendungen ist in der Di-
plomarbeit von Stefan Schénhacker zu finden: (auf den Seiten 50 - 59)

Die Zahl e ...Diplomarbeit

4.5.3 Potenz- & Exponentialfunktionen
ein Gruppen-SOL - Projekt mit blended learning - Einheiten und weiteren Aufga-
ben und Anwendungen, insbesondere im Bereich des exponentiellen Wachstums:

www.ronaldbalestra.ch ... Alternative Unterrichtsformen
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https://ronaldbalestra.ch/dokumente/algebra/4-potenzen-wurzeln/aufgaben/SMART-Aufgaben.pdf
https://www.leifiphysik.de/astronomie/fixsterne/grundwissen/scheinbare-sternhelligkeit
https://lp.uni-goettingen.de/get/text/7238
http://www.matheraetsel.de/texte/DIPLOM_E.PDF
https://ronaldbalestra.ch/alternative-unterrichtsformen/unterrichtsformen/blendedlearning/blendedlearning-potfkt/

4.6 Meine Zusammenfassung
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