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Unter den SchiilerInnen leider nicht sehr beliebt und doch ein Kernbereich
der Mathematik ist das Beweisen von mathematischen Aussagen.

Ausgehend von bekannten Tatsachen, seien das Definitionen, schon bewiese-
ne Lemmatas, Korollare, Sitze oder Theoreme, wird die Aussage eines Mathe-
matischen Satzes durch logische Schlussfolgerungen hergeleitet oder verifiziert.

In diesem Sinne lésst sich folgende Aussage beweisen:

Frauen = Bdése

..oder mit falschen Schlussfolgerungen beweisen, dass 1 = 2 ist:

Wir setzen folgendes voraus: a=1 und b=1

Dann gilt:
a b
a> = ab
a>—bv* = ab—b?
(a+b)(a—b) = bla—0)
a+b = b
141 =1
2 1

v



Wir werden im Folgenden zuerst einige logische Grundbegriffe kennenler-
nen, dann den mathematischen Aufbau einer Theorie und den Aufbau eines
mathematischen Lehrsatzes besprechen und fiir richtige Schlussfolgerungen drei
wesentliche Beweismethoden kennenlernen:

die direkte Beweisfiihrung;
das Beweisen durch Nachrechnen; Verifizieren.

die indirekte Beweisfiihrung;
das Beweisen durch Riickfithrung auf einen Widerspruch.

die vollstindige Induktion;
das Beweisen einer Aussage fiir natiirliche Zahlen unter Verwendung der
Peano-Azxiome.

Fine weitere Methode ist die konstruktive Beweisfiihrung, mit welcher die
Aussage im eigentlichen Sinne hergeleitet wird. Diese werden wir nicht speziell
behandeln, sie wird im Unterricht gelegentlich vorkommen.

Einige Videos zur Einstimmung:

o 1=2

e 0=1


https://www.youtube.com/watch?v=hI9CaQD7P6I
https://www.youtube.com/watch?v=4ZpUjcLJEqw

1 Logische Grundbegriffe

Die Logik befasst sich mit den Regeln des Denkens. Das Rechnen mit Gedanken
ist eine alte Idee bzw. ein Programm, das z.B. von den Philosophen R. Lullus
(1480) und G.W. Leibniz schon formliert wurde. Die Logik im heutigen Sinne
wird zuriickgefiihrt auf die Arbeiten von G. Boole: The Mathematical Analysis
of Logik und von A. de Morgan: Formal Logic aus dem Jahr 1847.

Die Regeln des Denkens befassen sich mit dem korrekten Folgern oder Schlies-
sen, was natiirlich insbesondere in der Mathematik von grosser Bedeutung ist,
da wir nichts verwenden, was nicht vorher prézise definiert oder bereits bewie-
sen worden ist.

Dazu gehort natiirlich auch eine prézise Darstellung einer Definition:

Definition 1
Eine Definition hat die folgende Form:

Definiendum := De finiens

wobei e Definiendum das zu Definierende ist.

e Definiens das Definierende ist.

Weiter gehoren auch die folgenden Gundbegriffe dazu:

Definition 2
Eine Aussage ist ein Satz, von welchem festgestellt werden kann, dass er
wahr oder falsch ist.

d.h.: wir kénnen jeder Aussage ...

Definition 3 (Aussagefrorm,Prddikat)

Eine Aussageform oder ein Pradikat ist ein sprachlicher Ausdruck mit
endlich vielen Variablen A = A(x,y,...), der zu einer Aussage wird, wenn
alle Variablen mit Werten belegt werden.




Beispiel 1.1 e Gestern hat es in New York geregnet.

FEs stehen Wolken am Himmel.

o Morgen wird es in Moskau neblig sein.

e 5=2

Alle Leser dieses Skriptes finden diese Mathematik
schon.

Der hier niedergeschriebene Satz ist falsch.

Wenn in einer Definition auf beiden Seiten ein Ausdruck oder ein Term steht,
der eine wahre Aussage darstellt, folgt die folgende Schreibweise:

Definiendum <= Definiens

Zur Erinnerung:

Ein Term ist ein Ausdruck, der als ein mathematischer Ausdruck interpre-
tiert werden kann.



Durch die Negation einer Aussage entsteht eine neue Aussage mit gednder-
tem Wahrheitswert, was in der folgenden Wahrheitstafel schematisch dargestellt
wird:

Alw]|f
-Alflw

Beispiel 1.2 Bilde die Negation der folgenden Aussagen:

e Das Auto ist schwarz.

e Alle SchiilerInnen halten Mathematik fiir das wichtig-
ste Fach.

e Hans ist linger als 172cm.

o Jeder Zeitungsleser trigt eine Brille.

e FEs gibt einen Finwohner in Ziirich mit roten Haaren.

e FEs gibt genau drei Einwohner in Zirich mit roten
Haaren.

Definition 4 (Doppelte Negation)
Die doppelte Negation einer Aussage A ist wie folgt definiert:

‘\ﬁA = ﬁ(ﬁA) = A




Wir untersuchen die Negation der Quantoren:

v

Beispiel 1.3 e Jeder Leser dieses Skriptes triigt eine Brille

Die Figenschaft E ist

e Es gibt einen Einwohner in Ziirich mit roten Haaren

Die FEigenschaft F ist

e Jeder Leser dieses Skriptes findet im ersten Kapitel
mindestens einen Satz, der ihm trivial erscheint

Die FEigenschaft G ist

e Es gibt einen Einwohner in Ziirich, der mit allen
Bewohnern der Stadt Basel befreundet ist

Die Figenschaft H ist



Aussagen konnen auch durch und und oder zu neuen Aussagen verkniipft
werden:

e durch die Konjunktion A : AAB  (d.h.: ...
e durch die Disjunktion V: AV B (dh. ...

Der Wahrheitswert einer verkniipften Aussage ist geméss der folgenden Wahr-
heitstafel definiert:

A|B|AANB|AVB
w | w w w
w | f f w
flw| f w
frr r f

Bevor wir uns mit dem Wahrheitswert einer Implikation beschéftigen, einige
Anwendungen der Wahrheitstafel:

Beispiel 1.4 —(AAB) = (=A)V (—-B)

Beweis:
A|-A| B |-B|(mA)V(-B)| ANB | -~(AAB)
w . w
w| . w
fl- f
fl- f




Aufgaben 1.1 Beweise mit Hilfe einer Wahrheitstafel:

~(AVB) = (~A)A(-B)

Bei der Verwendung von Quantoren und Junktoren konnen Negationen ”me-
chanisch” durchgefiihrt werden. Dabei sind die Quantoren und Junktoren (unter
Beibehaltung der urspriinkglichen Reihenfolge) zu vertauschen und alle auftre-
tenden Aussagen zu negieren:

e 2(AANB)=(-A4)V (-B)

e «(AVB)=

e ~(Vz e X:Ax)) =

e ~(JxeX:A(x)) =



In der Mathematik sehr wichtig sind Aussagen, welche durch eine Implikation

entstehen:

Definition 5 (Die Implikation)

definiert ist:

Seien A und B zwei Aussagen.
Dann liefert die Implikation A = B eine neue Aussage, die wie folgt

A= B = (ﬁA) VvV B
Mit Hilfe der folgenden Wahrheitstafel ...
A|-A|B|(-A) VB
w w
w f
f w
f f

... konnnen wir fiir den Wahrheitswert einer Aussage der Form A = B

nun folgern:

1. A= B ist falsch, wenn A
2. A= B ist wahr, wenn A
3. A= B ist wahr, wenn A
4

. A= B ist wahr, wenn A

..und B ...... ist,
und B ...... ist,
und B ...... ist,
und B ...... ist

Folglich ist A = B falsch, wenn A richtig und B falsch ist, und richtig in
allen anderen Féllen. D.h., dass aus einer richtigen Aussage keine falsche Aus-
sage abgeleitet werden kann, wiahrend aus einer falschen Aussage jede Aussage
hergeleitet werden kann, egal, ob diese wahr oder falsch ist.

Fiir uns ist hiervon nur der Fall interessant, wo A wahr ist. Dann folgt, dass
eine Aussage A = B wahr ist, wenn B wahr ist.

Um die Giiltigkeit einer Aussage der Form A = B (wie sie auch meistens in
der Mathematik vorkommt) zu beweisen, werden wir dann wie folgt vorgehen:

A = B ist wahr, genau dann wenn unter der Voraussetzung (oder
Annahme) das A richtig ist, bewiesen werden kann, dass die Behaup-

tung B richtig ist.

Aus der Voraussetzung A folgt die Behauptung B.



Wir schliessen unsere Grundbegriffe mit der Aequivalenz:

Definition 6 (Die Aquivalenz)

Die Aequivalenz A < B der Aussagen A und B wird wie folgt definiert:

(A& B):=(A= B)AN(B=A)

Von grosser Bedeutung in der Beweisfiihrung ist die folgende Aequivalenz:
(A= B) & (-B = -A)

die wir hier noch beweisen wollen und spéter in der indirekten Beweisfithrung
anwenden werden:

Ein Beweis auf kurzem Weg:



Ein Beweis auf langem Weg:

Algebra-Aufgaben: Beweisfihrung 1
(Zugehérige Losungen)


https://ronaldbalestra.ch/dokumente/algebra/beweisfuehrung/aufgaben/Aufg1.pdf
https://ronaldbalestra.ch/dokumente/algebra/beweisfuehrung/loesungen/Loesungen1.pdf

Fiir die eine Vertiefung der Themen Logik, Aussagen, ... :

Ausziige aus folgenden Skripten:

e http://home.mathematik.uni-freiburg.de/junker/skripte/Grundlagen-WS1011.pdf
e http://www.inf.fu-berlin.de/lehre/WS08 /mathebruecke /skript08.pdf
e H.Amann/ J.Escher: Analysis I

10


http://home.mathematik.uni-freiburg.de/junker/skripte/Grundlagen-WS1011.pdf
http://www.inf.fu-berlin.de/lehre/WS08/mathebruecke/skript08.pdf

2 Der Aufbau einer mathematischen Theorie

Die Bausteine einer mathematischen Theorie sind

e die Axiome,

diese bilden eine Fundamentum, wo die Riickfithrung endet. Axiome sind

Aussagen, deren Wahrheit vorausgesetzt wird.

¢ die Haupt- oder Fundamentalsitze oder Theoreme
diese gelten als Siitze mit grosser Bedeutung.

e die Sitze

welche mit ihren Aussagen (wichtige ) Grundlagen fiir die Arbeiten in der

Mathematik darstellen.

e die Lemmatas

die als Zwischenresultate (Hilfssitze) in einer Beweisfithrung verwendet

werden.

e die Korollare
die triviale Folgerungen aus der Aussage eines Satzes darstellen.

e die Propositionen

welches Korollare mit grosserer Bedeutung und nicht immer trivial zu

beweisen sind.

11



3 Der Aufbau eines mathematischen Lehrsatzes

Der mathematische Lehrsatz (im folgenden kurz Satz)
e besteht gewohnlich aus zwei Teilen:

- der Voraussetzung: ...

- der Behauptung: ...

e wird durch eine Implikation dargestellt:
Voraussetzung(en) = Behauptung

e ist insbesondere auch eine Aussage ...

e und ist wahr, wenn unter der Annahme, dass die Voraussetzung wahr ist,
die Behauptung auch wahr ist.

Beispiel 3.1

e Satz: In einem beliebigen (ebenen) Dreieck sind zwel Seiten zusammen
immer ldnger als die dritte.

= die Voraussetzung ist:

= die Behauptung ist: ...

e Satz: Zwei oder mehrere Dreiecke sind zueinander kongruent, wenn

= die Voraussetzung ist:

= die Behauptung ist: ...

12



Fiir eine bessere Trennung und ein einfacheres Erkennen von Voraussetzung
und Behauptung wird in der Mathematik die sog. wenndann - Formulierung
verwendet:

Beispiel 3.2 e Wenn drei Strecken ein (ebenes) Dreieck bilden,
dann sind je zwei zusammen linger als die dritte.

¢ Wenn
dann

Die Verwendung der Implikation fiihrt auf folgende weitere Vereinfachung;:

Beispiel 3.3

e Seien a,b und c die Seiten eines beliebigen Dreiecks = a+b> ¢
——

Bem.:

e n€Ngerade = 2|n

Wenn ein Satz A = B wabhr ist,
e 5o heisst die Giiltigkeit von A hinreichend fiir die Giiltigkeit von B,

e 5o heisst die Giiltigkeit von B notwendig fiir die Giiltigkeit von A.

13



Die Umkehrung der Implikation (das Vertauschen von Behauptung und Vor-
aussetzung) fithrt auf den sog. Kehrsatz.

Beispiel 3.4

Satz: ABCD ist ein Quadrat = alle Seiten im Viereck sind gleich lang.

Der zugehorige Kehrsatz lautet: ...

Bem.: .

Wenn Satz und zugehoriger Kehrsatz wahr sind, folgt daraus die sog.

genau dann wenn - Formulierung :

aus wenn A dann B und wenn B dann A
folgt die Formulierung:
A gilt, genau dann wenn B gilt.

In der mathematischen Schreibweise:

A= B ANB=A = A<sB

Bem.: e & ist eine sog. Aequivalenzrelation und somit insbesonders
transitiv,
d.h.: wenn folgende Aequivalenzen gelten: A < B A B < C
dann gilt auch: AsC

14



Den letzten Begriff den wir noch einfithren wollen ist derjenige der Kontra-
position. Hierbei geht es um den Zusammenhang zwischen der Verneinung der
Voraussetzung und der Verneinung der Behauptung in einem Satz. Ein Zusam-
menhang, der in der indirekten Beweisfiihrung zur Anwendung kommt.

Beispiel 3.5 e A: Die Dreiecke stimmen in allen Seiten iiberein.
B : Die Dreiecke sind zueinander kongruent.

Dann gilt folgende Implikation:
Verneinung von A: —A =
Verneinung von B : - B =

Dann gilt folgende Implikation:

e A: Das Viereck ABCD ist ein Quadrat.
B : Im Viereck ABCD sind alle Seiten gleich lang.

Dann gilt folgende Implikation:
Verneinung von A: —A =
Verneinung von B: —B =

Dann gilt folgende Implikation:

Wir haben somit zwei Beispiele gefunden, fiir unseren untersuchten Wahr-
heitswert der Kontraposition:

(A= B) & (-B=-A)

15



Aufgaben 3.1 Bilde von jedem Satz den Kehrsatz und entscheide bei bei-
den, ob sie wahr oder falsch sind:
(Die wahren Aussagen sind nicht zu beweisen, fiir die falschen
Aussagen ist ein Gegenbeispiel anzugeben.)

1. Jedes Viereck mit zwei Symmetrieachsen ist ein

Rhombus.

NS}

. Jede Quadratzahl ist durch vier teilbar.

o

. Jede gerade Quadratzahl ist durch vier teilbar.

4. Jedes Viereck mit zueinander senkrecht stehenden
Diagonalen ist ein Rechteck.

5. Jedes Dreieck mit zwei 60° - Winkeln ist gleichseitig.

6. Jedes Dreieck mit zwei 60° - Winkeln ist gleichschenk-
lig.

Aufgaben 3.2 Bilde die Kontraposition von:

1. Wenn ein Dreieck gleichschenklig ist, dann hat es zwei
gleich grosse Winkel.

2. Wenn 2 die letzte Ziffer einer Zahl ist, dann ist sie
keine Quadratzahl.

3. Wenn zwei Geraden ein gemeinsames Lot haben, so
sind sie parallel.

4. Wenn eine Zahl genau zwei Teiler hat, so ist sie eine
Primzahl.

5. Wenn du mindestens drei Richtige hast, dann ge-
winnst du tm Lotto.

6. Wenn ein Viereck vier gleich grosse Winkel und vier
gleich lange Seiten hat, dann ist es ein Quadrat.

16



4 Die direkte Beweisfiihrung

In der direkten Beweisfihrung wird die Aussage (meistens Gleichungen) durch
Nachrechnen oder mittels Termumformungen verifiziert.

Beispiel 4.1 e 1. Binomische Formel:

e Produkteregel der log - Gesetze:

e Beweise, dass

—b+ Vb? — dac

v 2a

eine Losung von az’+br+c=0 ist

Bem.: .

17



Aufgaben 4.1 Beweise die folgenden Behauptungen:

1. Arithmetische Mittel > Geometrisches Mittel >
Harmonisches Mittel

2. Jede rationale Zahl kann als endlicher Kettenbruch
dargestellt werden.
http://www.mathematik.uni-kassel.de/
koepf/Diplome/Scheel.pdf

Aufgaben 4.2 Aufgrund der Korper- und Anordnungsaxiome lassen sich
einige (triviale) Aussagen beweisen.
Verwende dazu: Otto Forster: Analysis 1, Kapitel 2 € 3.

18


http://www.mathematik.uni-kassel.de/~koepf/Diplome/Scheel.pdf
http://www.mathematik.uni-kassel.de/~koepf/Diplome/Scheel.pdf

5 Die indirekte Beweisfiihrung

In der indirekten Beweisfiihrung oder dem Beweis durch Widerspruch verwenden
wir die Aequivalenz der Kontrapostion zur eigentlichen Aussage:

A= B & -B= -4

Anstelle der Implikation aus A folgt B zeigen wir, dass aus der Verneinung
der Behauptung (—B) die Vereinung der Voraussetzung (—A) folgt, d.h. dass
unter der Annahme, dass =B gilt, A nicht gelten kann. Wir fithren somit die
Verneinung der Behauptung auf einen Widerspruch.

Fiir den praktischen Einstieg wollen wir ein im Unterricht schon verwendetes
Beispiel diskutieren:

Aufgaben 5.1 Sucht in euren Skripten zwei Beispiele von Beweisfihrun-
gen, die wir indirekt gefiihrt haben.
Untersuche sie auf Voraussetzung, Behauptung, Vernei-
nung der Voraussetzung, Verneinung der Behauptung, An-
nahme, Widerspruch .

19



Beispiel 5.1 Behauptung:
In einem Viereck ist mindestens ein Winkel grosser oder gleich 90°

Vorbereitungen:
Seien oy, mit i = 1,2, 3,4 die Winkel im Viereck.

Dann folgt fiir die Voraussetzung

o« A:Sh =0 +an+ s + oy = 360°

und fiir die Behauptung
e B:3ie{1,2,3,4}:a; >90°

Fiir die Verneinungen folgt dann:
e -B: ...
o A ...

Beweis: Ann: Alle Winkel sind kleiner als 90° ( = —B)
d.h.:a; <90°,Vi € {1,2,3,4}
= Y ;i <3600 (= -A)
und somit ein Widerspruch zu A. g

1 1
Beispiel 5.2 Satz Seien a,b € Ryg mita <b = 7 < -
a

20



Beispiel 5.3 Satz /2 ist keine rationale Zahl.

Aufgaben 5.2 Beweise dieses Mal indirekt: AM > GM

21



Beispiel 5.4 Satz Das Minimum einer nach oben gedffneten Parabel ist
die y-Koordinaten des zugehdrigen Scheitelpunktes.

Beispiel 5.5 Satz Das Maximum einer streng monoton fallenden Folge
ist der Wert des ersten Gliedes.

22



Beispiel 5.6 Satz Die Summe von drei aufeinanderfolgenden natiirli-
chen Zahlen ist durch 3 teilbar.

Wir wollen diesen Satz auf drei verschieden Arten beweisen:

23



und neu nun noch mit Hilfe der Volistindigen Induktion:

24



6 Vollstindige Induktion

Wir wollen uns auch theoretisch mit der vollstdndigen Induktion beschéftigen.
Dazu verwenden wir fiir ...

e die Theorie: www.emath.de/Referate/Vollstaendige-Induktion.pdf

e die Aufgaben: www.emath.de/Referate/induktion-aufgaben-loesungen.pdf

Aufgaben 6.1 Untersuche das die folgende Problem, welches Gauf schon
in sehr jungen Jahren gelost hat :

Bestimme die Summe der ersten 50 natiirlichen
Zahlen.

25


http://www.emath.de/Referate/Vollstaendige-Induktion.pdf
http://www.emath.de/Referate/induktion-aufgaben-loesungen.pdf

6.1 Das Wichtigste zur vollstindigen Induktion -
meiner Meinung nach

26



6.2 Gruppenarbeit zur Vollstidndigen Induktion

Auftrag: In Gruppen sind die vier euch zugeteilten Aufgaben mit
Hilfe der Musterlésungen

durchzuarbeiten
aufzuarbeiten
und die 2. Aufgabe der Klasse zu prdsentieren

Gruppenzusammensetzung & Aufgabenzuteilung:

Gruppe A: o s
Aufgaben: A3, A4, B8, B13 (sind in dieser Reihenfolge zu 16sen)
Gruppe B: ... L
Aufgaben: A3, B8, B13, B19 (sind in dieser Reihenfolge zu 16sen)
Gruppe C: .. ... e
Aufgaben: A3, B13, B19, D5 (sind in dieser Reihenfolge zu 16sen)
Gruppe D: ... s e
Aufgaben: A3, B19, D5, G2 (sind in dieser Reihenfolge zu 16sen)
Gruppe E: ... ... s
Aufgaben: A3, D5, G2, A4 (sind in dieser Reihenfolge zu 1sen)
Gruppe F: ... L

Aufgaben: A3, G2, A4, B8 (sind in dieser Reihenfolge zu 16sen)

27



Noch drei Beispiele zum Abschluss:

- 1 1 1
Beispiel 6.1 (1 — 5) (11— g) (11— i) .

In der Darstellung mit dem Summenzeichen:

Beispiel 6.2 n!>2" n>4

28



Beispiel 6.3 n-y/n>n++n, n>3

und in der direkten Beweisefithrung;:

29



Aufgaben 6.2 Formuliere € beweise die Bernoulli’sche Ungleichung :

30



7 Anwendungen

Als Vorlage fiir unsere Anwendungen verwenden wir von

O. Forster
Analysis 1

Wir wollen uns dabei mit den Beweisen einiger Korollare aus
e den Korperaxiomen und
e den Anordnungsaxiomen

befassen und schliessen mit den Beweisen zu einigen uns schon bekannten
Aussagen betreffend Konvergenten Folgen.

Eine Schéne Aufgabensammlung ist noch zu finden unter
e zum Hauptdokument

e Uni Hamburg Mathematik Vorkurs - Ubersicht

31


https://www.math.uni-hamburg.de/studium/infostudis/vorkurs/skript-uebungen/skript3.pdf
https://www.math.uni-hamburg.de/studium/infostudis/vorkurs/skript-uebungen.html

8 Meine Zusammenfassung
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