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Spezielle lineare Abbildungen

In diesem Kapitel untersuchen wir spezielle lineare Ahbilgenf : R" — R", n=2,3. Allge-
mein ausgedriickt, handelt es sich um folgende lineare Aibbgen:

e Spiegelung an einer Ebene des Raumes.
e Spiegelung an einer Geraden.

e Spiegelung an einem Punkt.

e Streckung, zentrische Streckung.

e Scherung.

e Drehung in der Ebene.

e Drehung im Raum.

Wir wissen, dass jeder linearen Abbildungérbezlglich einer gewéahlten Basis eine Mat#ix
zugeordnet werden kann. Es geht also um die Frage, wie digzeiatdieser speziellen linearen
Abbildungen aussehen.

6.1 Spiegelung
6.1.1 Spiegelung an einer Ebene im Raum

Gegeben sei eine Ebele ax+ by+ cz= 0 des Raumef = {P(x/y/z)| OP ¢ R3} durch den
Nullpunkt und ein beliebiger Puni(u/v/w) des Raume&. Wir wollen den Punkf’ (u'/V /W)
berechnen, der durch Spiegelung des Punkte3(afv/w) der EbeneE hervorgeht. Die Spiege-
lung geschieht im affinen Rauf der Punkte. Das Problem l6sen wir mit Hilfe der Vektoren.

—>
Seix = OP € R3 der Ortsvektor des Punkt®u/v/w), und sely = OP ¢ R? der Ortsvektor des
Punktes? (U /v /w). Die Zuordnungk — y mochten wir als eine lineare Abbildung beschreiben:

s: R®*—R3 y=sX)=Sx,

114



Kapitel 6. Spezielle lineare Abbildungen 115

und die entsprechende Mat®herleiten. Als Basis im VektorrauiR® wahlen wir die kanonische
Basis{e;,ey,e3}. Der Vorteil einer Spiegelungsmatriist, dass beliebige Punkf gespiegelt

werden kénnen, indem man den Ortsvek@mp bildet, OP = S. oP rechnet, und au®P die
Koordinaten des gespiegelten Punkiéserausliest.

Die Abbildung 6.1 zeigt die Spiegelung an der Eb&end die Vektoren, die zur L6sung des
Problems nétig sind.

Oo
Abbildung 6.1: Spiegelung an der Ebeie
a
Aus der Koordinatengleichung der EbeBdeiten wir den Normalenvektom = | b | ab. Mit
c

Hilfe des Normalenvektors berechnen wir den Spiegelvekters(x) des Vektorsx. Man bilde
das Skalarprodukt der beiden Vektoseandn;

x,m) = ||| - In[| - cog(¢)).

Fur den Vektok, gilt:

[Xnll = lIx]| - cos(9).
und somit

%, = [Xa| - In[].
Daraus folgt
(x,n)
Inl| -
Der Spiegelvektos(x) ergibt sich dann wie folgt:

Xl =

= n. (6.1)
[In] [In[|?

Wir miissen noch einsehen, dass die Abbildsfigear ist. Seiemx; undx, € R3, dann gilt:

(X1 +X2,N)
In[|2

X1,N Xo.N
:X1+X2—2< 1, |>|r-17|§ 25 >

S(Xl —I—Xz) =X1+Xo—2

<X1’n>
=X1—2-—=
|2

= S(X1) + S(X2).

<X2’ n> n

N+X; — 2
[In[|2
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Kapitel 6. Spezielle lineare Abbildungen 116

Seix € R3 undX € R, dann schliesst man:

S(AX) = Ax—2 <|)|\§i|2>
e oy XN
~ A "
B (X,n)
‘AP‘ﬁmwﬂ
= AS(X).

Fassen wir in einem Satz zusammen.

Satz 6.1
SeiE: ax+ by+ cz= 0 eine Ebene des RaumBs durch den Nullpunkt mit dem Normalen

a
vektorn = (b) zur EbeneE. Die lineare Abbildung
c

xn)
In[|?

sR:—R3 y=s(x)=x—2-"-In

ist eineSpiegelungan der Eben&.

Frage: Wie lautet die dazugehdriggpiegelungsmatrixS?

Antwort : Die Spaltenvektoren der Spiegelungsmasisind die Bildvektoren der Basisvektoren
e, &, 3, also:
S(s(€1),s(€2),s(€3))-

Die Bildvektorens(ex) berechnen sich folgendermassen:

1 a In||? — 2a?
(e1,n) a 1
0 c —2ac
0 a —2ab
€,Nn b 1
s e 2= | 1) ~2ps () = g | Inf” 20
0 c —2bc
0 a —2ac
ses) =& 22 Wn_ (0] 2 (o] =1 | —2c
HnH 1 HnH c ||nH ||n\|2—2c2
und somit lautet die Spiegelungsmatrix:
1 In|?—-2a2  —2ab —2ac
S=S(s(ey),s(e;),s(e3)) = e —2ab  |n[?—2p>  —2bc (6.2)
—2ac —2bc  ||n||?—2c?
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Kapitel 6. Spezielle lineare Abbildungen 117

Beispiel 6.1
Der PunktP(1/2/2) wird an der projizierenden Eber& x—y = 0 gespiegelt. Zeichne in der
Abbildung 6.2 den Spiegelpunk (X' /y'/Z) ein.

X

Abbildung 6.2: Spiegelung an der Ebeie

1
Der Normalenvektor zur Eberte ist n = (1) und ||n||> = 2. Die Spiegelungsmatrix lautet
0

010
S={|1 0 0}.
0 0 1

somit

Fir die Punktd® und P’ gilt:

N X 0 1 0\ /1 2
OP=SO0P & [y|=[100][2]=(1] = PE12.
z 0 0 1/ \2 2
Beispiel 6.2
Wir berechnen die Spiegelungsmat8xier Spiegelung an dery-Ebene?

0
Ein Normalenvektor zu dieser Ebene ist der Vektet (O) und die zugehorige Spiegelungsma-

1
1 0
S=1|0 0 |.
0 -1

6.1.2 Spiegelung an einer Geraden in der Ebene durch 0-Punkt

trix Slautet dann:

o+ O

Ein PunktP(u/v) wird an der Geradeg durch den 0-Punkt gespiegelt. Der Winkel zwischen der
x-Achse undg sei¢. Siehe Abbildung 6.3.

Die Koordinatengleichung der Geragseiax+ by = 0. Die Spiegelung eines Punktegu/v) an
der Geraden kann als lineare Abbildung beschrieben weatkehog zur Spiegelung eines Punktes
an einer Ebene im Raum. Somit kann man die Gleichung (6.1 naldgie tbernehmen:

xn)

sR2—R? y=s(X)=x-2 ™
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Kapitel 6. Spezielle lineare Abbildungen 118

Abbildung 6.3: Spiegelung an der Geradgn

SeiQ ein Punkt auf der Geradey so das3|Cﬁ\| = 1 ist (siehe Abbildung 6.3). Dann h@die
KoordinatenQ(codg¢)/sin(¢)). Der Vektor

oot - () - ()

ist ein Normalenvektor zg. Die Spaltenvektoren der Spiegelungsmasisind die Bildvektoren
der Basisvektorer; unde,, also:
S(s(e1),s(€2)).

Die Bildvektorens(e) berechnen sich folgendermassen:
L (el, > 1 —sin(¢)\ [ 1-2sirf(¢p) \ _ [cog20)
e =& -2 R " ( ) +2sin@) ( cos¢) > = (Zsin(cl))cos(cl))) = (sin(2¢)>
B (ez,n) 0 —sin(¢)\  [2sin(¢)cogd)\ [ sin(2¢)
e ~ex-2n (1) 2ot (ol ) = (T 0uadte) )~ (Coezn)

und somit lautet die Spiegelungsmatrix:

S—Sistey.sex) = (Goat) enon)) ©3)

Die Spiegelung an der Geradgmurch den 0-Punkt mit Winke§ zwischenx-Achse undy, wird
durch folgende lineare Abbildungen beschrieben:

. cos(2) sin(2¢)
s: R2—R?, y=s(X)= (sin(2¢) —cos(2¢)> X.

6.1.3 Spiegelung an der Yy-Achse

Die Spiegelung von Punkten an deAchse kann als Spe-
zialfall der Gleichung (6.3) mip = 90° betrachtet werden
und wird durch folgende lineare Abbildungen beschrieben:

_ B’
s: R? — R?, y:s(x):<o1 2>x

ZHAW maro, 26. Marz 20125pezi el | e_Li neare_Abb. t ex



Kapitel 6. Spezielle lineare Abbildungen 119

6.1.4 Spiegelung am Nullpunkt in der Ebene

Die Spiegelung von Punkten am O-Punkt in der Ebene wird
durch folgende lineare Abbildungen beschrieben:

1 0 X
s: RZ2—R2 y=sX) = ( 0 _1> X.

6.2 Streckungen

6.2.1 Streckung langs der X-Achse

C/
Die Streckung langs detAchse wird durch folgende li- g
neare Abbildungen beschrieben:
fR2 5 R2, y=f(x)= (X 0 X, az1 > 0.
0 1 X
B/

6.2.2 Zentrische Streckung vom 0-Punkt aus

D C
Die zentrische Streckung vom 0-Punkt aus wird durch fol-
gende lineare Abbildungen beschrieben:

O

>
o)

>
WO
x

f:R2—R% y=f(x) = <g a?1>x, a> 0.

6.3 Scherung langs der Xx-Achse

y
. i . D C D/ CI
Die Scherung langs derAchse wird durch folgende linea- | [ 77
re Abbildungen beschrieben:
2 2 1 ap
R —R% y=1f(x)= X.
0 1 X
AN AB B

6.4 Drehungen

Wir unterscheiden Drehungen in der Ebene und Drehungen umRBei einer Drehung in der
Ebene wird ein PunkiP der Ebene, reprasentativ fiir alle Punkte der Ebene, in daktPider

ZHAW maro, 26. Marz 20125pezi el | e_Li neare_Abb. t ex
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Ebene Ubergeflihrt. Bei den Drehungen im Raum wird ein PRnkh eine raumliche Drehachse
in den PunktP’ gedreht. Die planaren, wie die raumlichen Drehungen weadietineare Abbil-
dungen behandelt. Dabei sind wir wieder an den entspreeneddehmatrizen interessiert.

6.4.1 Drehung in der Ebene

Bei einer ebenen Drehung gehe ein PuPilt/y) einer Eben€ in den Punk®’ (X' /y') der gleichen
Ebene Uber. Seiex= Cﬁ undy = ﬁ’ die Ortsvektoren dieser Punkte. Wir suchen eine lineare
Abbildung

d: RZ?— R? y=d(X)=D-x
welche einen Vektox € R? um den Winkeld in den Vektory = d(x) dreht. Wir berechnen die
passende DrehmartR. Die Abbildung 6.4 skizziert diesen Sachverhalt.

y y y
/\o P(x/y) X ¢ X
P(X/Y) d(x)
Ebenet € d €
b o X X X
(0] € €

Abbildung 6.4: Drehung in der Ebene

Die Matrix D besteht aus den Bildvektoren:

D = (d(ey),d(&y)).
Wir berechnen nun die Vektoretie; ), d(e;) mit Hilfe der Abbildung 6.5.
d(e,)

d(e)

Abbildung 6.5: Berechnung der Vektore(e; ), d(ey)

Esqilt |d(ey)||=]el]=1 und

o= (). sw-am = (258)
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Daraus folgt

D = (d(e1),d(e)) = (Z?r?((ci?)) _czlsr(lc(bq;)>

(6.4)

Satz 6.2
Eine Drehung in der Ebene ist eine lineare Abbildung

d:R?2 — R?% y=d(x)=D-x
mit der Matrix

~ (cos9) —sin(¢)
D_<Sin(¢) cos<¢>>'

Beispiel 6.3

Drehe den PunkP(3/2) um den Winkelp = 30°. Zeichne den
gedrehten Punk® (x'/y') in der nebenstehenden Zeichnung ein, 3
und lies die Koordinaten voR' (X' /y') aus der Zeichnung heraus.

2 .

P(X/y)=...
1 .

P'(X/Y)

P(3/2)

X=OP

Wir bildenx = OP — (‘Z’) d(x) = OP — (;‘;) 0

0 1
Die Drehmatrix lautet

_ [cog30°) —sin(30°)\ (¥ -1\ 1/V3 -1
D_<sin(30“’) cos(30°)>_<§ %3?)_5(1 ﬁ)

Der gedrehte Vektod(x) erhalt man wie folgt:

0= ()02 3 ©)-2C5A - ()

SomitP'(1.6/3.2).

Bemerkung

e Die Determinante einer Drehmatrix ist immer gleich 1.

_ (cog¢) —sin(¢) _
D_<sin(¢) cos(q))) = detD)=1

x

(6.5)
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Kapitel 6. Spezielle lineare Abbildungen 122

e Die Drehmatrix fur den Winkep = 0° ist die EinheitsmatribDg- = ((1) 1

Do — cog0°) —sin(0°)\ (1 O
= \sin(0°) cog0°) )~ \0 1)°
e Die Drehmatrix fur den Winkel-¢ ist die Matrix

coy—¢) —sin(—9)

0) . Denn

—0= (sin(—q)) cos(—¢) > - (—Cglsr(‘?qz) ;;22?))

e Das Hintereinanderschalten der Drehungen um die Widketd um—¢ ergibt die Einheits-

matrix:
cos®) —sin(@)\ [ cosd) sin(@)
D¢'D—¢::(snm¢> coq¢>> (—snm¢> coq¢>>

_ < cos(9) +sir’(9) cog¢)sin(¢) —Sin(¢)008(¢)>
sin(¢) cos(¢) — cog9)sin(¢) sirf(¢) + cog(¢)

10
(5 3)-re

Satz 6.3
Gegeben seien zwei DrehmatrizBp und Dg, dann gilt

DG . DB — Da+[3

Beweis
Es gilt

__(coqa) —sin(a)\ [cogB) —sin(P)

Da-Dg = <sin(0() coga) ) (sin(B) cos(B) )

_ (codqa)cogB) —sin(a)sin(B) —coga)sin(B)—sin(a)cosp)

N (sin(a)cos(B)+cos(a)sin(B) —sin(a)sin(B)+c05(0()cos(B)>

B <cos(a +B) —sin(a+B)

~ \sin(a+B) coga+B) /)
SomitDy - DB = DGJFB' ]
Aufgabe 3

Der PunktP(—1/3) wird in den Punkf’(1/3) gedreht. Wie gross ist der Drehwinkel?

Losung  d(x)=D-X, mitx= OP= (_31> undd(x) = oP — (é)

1\ _ (cod¢) —sin(¢)) (-1 1=—cog¢)—3sin¢) (I)
(3>_<Sin(¢) COS(¢)>(3> 3= _sin(¢) +3cog0) (I

ZHAW maro, 26. Marz 20125pezi el | e_Li neare_Abb. t ex
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Aus 3- (1) + (1) ergibt sich

6 = —10sin¢) oder — 1—60 =sin(¢).

Daraus folgt fur den Winkel

o= 2169° keine Losung, weil Gleichung nicht erfullt ist
~ 13231° dies ist die Losung.

Beispiel 6.4

Drehe das Quadra(0/0), B(1/0),C(1/1), D(0/1) mit dem Winkel¢p = —60° um den Punkt
P(2/1). Berechne die Koordinaten der Eck&hB’,C’, D’ des gedrehte Quadrat, siehe Abbildung
6.6.

0% S — X
0 1 2

Abbildung 6.6: gedrehtes Quadrat
Vervollstéandige die Liste der Vektoren vom Puikzu den Eckpunkten des Quadrates:
A= (7). = ()s = (1) = ().
Wir fassen diese Vektoren in die MatNsektorenzusammen

Vektoren:(ﬂ@,%’ﬁ):<—2 -1 -1 —2>'

-1 -1 0 O

D= (7).

Die gedrehten VektoreBA,PB',PC’,PD’ lassen sich wie folgt berechnen

Die Drehmatrix lautet:

— s — —
GedrehteVektores: (PA,PB,PC,PD') = D_gp - Vektoren

1/ 1 V3\(-2 -1 -1 -2
:§<—\/§ 1><—1 -1 0 o)
:}(—(2+x/§) -(1+v3) -1 —2>.

2\ 2v/3-1 V3—=1 V3 23

ZHAW maro, 26. Marz 20125pezi el | e_Li neare_Abb. t ex



Kapitel 6. Spezielle lineare Abbildungen 124

_ S s q—

Um die Ortsvektorei®A, OB, OC, OD' der gedrehten Eckefy,B’,C’,D’ zu erhalten, muss der
2 _ e s g _

Vektorcﬁ: <1> zu jedem der VektoreRA/, PB, PC, PD’ addiert werden:

—  — —  — —  — —
—OP+PA, OB =0P+PB, OC=0P+PC, OD =OP+PD.
Also wird der Vektorﬁﬁ zu jedem Spaltenvektor der Mati&edrehteVektoreaddiert:

(OA,0B,0C,0D) = 2Rl Bia g4 142
’ ’ ’ o 2\/_1 \/_1 V3
+1 = +1 P41 V3+1

1- ﬁ S
\f +1 +
Daraus folgt

3 1
2
VSl \/§+1>'
oA <—”> oF - (”) oc () o5 = (4.1)
\/5,2+1 ’ 1+/3 \/§»2+2 J V3+1
Somit schliesst man fir die gedrehten Punkte:

AR5, BESRR) CB5D), D/Ve+y),

;N\&

N‘

Q

Beispiel 6.5
Eine Parabey = x* wird um 45 gedreht. Wie lautet die Gleichung dieser gedrehten P&tabel

Losung: SeiP(x/y) ein Punkt auf der Parabel und $&{u/v) ein Punkt auf der gedrehten Parabel.
Fir die Ortsvektoren zu diesen Punkten gilt:

oF =D 0p = (U)=(Sez) e (5),

Vv sin(45°) cog45)

wobeiy = x? ist. Die DrehmatrixD,s: lautet mit den exakten Werten

Dus = 3 (‘/i —\/i) .

V2 V2

Es folgt:
U= x-Sy
v:@x %y

Dieses Gleichungssystem wird nachndy aufgelost:

X—w und y—_u
V2 V2
x undy in der Parabelgleichung= x? einsetzen:
2
u—v u+v 1, -2u+2v.
== ) = (P2 V) & T = 2uv VA
V2 < ﬁ) 2 N

& —V2u+ Vv = 12+ 2uv+ VP
& WP+ VP4 2uv+V2u—vV2v = 0.
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Die Variablenu und v diurfen wiederx undy heissen. Somit lautet die Gleichung der gedrehten
Parabel:

X2+ Y2+ 2xy+ V2x— V2y = 0.

Dies ist eine implizite Beschreibung einer Kurve. Um diergbte Parabel skizzieren zu kénnen,
fassen wir die Gleichung als eine quadratische Gleichung

Y+ (2X—V2)y+ V2x+x =0

fur die Variabley auf und verwenden die Losungsformel der quadratische @&laig. Dabei sind
die Losungerys » mit x parametrisiert.

e (X VD) (X V22UV X)) _(2x—\/2) £ /2~ 82X
9 - 2 - 2 .

Die gedrehte Parabel ist fur folgengeefiniert:

=S

2-8/2x>0 & 2>8/2x < >x & 0177>X

-2 -1 0 1 2
Abbildung 6.7: gedrehte Parabel

6.4.2 Drehung im Raum

Wir betrachten nun rGumliche Drehungen. Dabei wird ein Pénttes Raumes, représentativ fur
alle Punkte des Raumes, um eine Aclasi| den PunktP’ gedreht. Wir betrachten zuerst die
rdumlichen Drehungen um die einzelnen Koordinatenachsgndiese rdumlichen Drehungen
treffen wir folgendeAbmachung.

Wird ein PunktP oder sein Ortsvekth? um eine Achse des Koordinatensystems gedreht, so
wird die positive Drehrichtung mit déRechtsregeldefiniert: Die Finger umfassen die Achse
mit dem Daumen in der Richtung der Achse. Die Finger zeigeatidmpositive Drehrichtung.

X3 =%

. o

S
i

&
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Drehungen im Raum werden als lineare Abbildungen
d:R*—R3 y=dx)=D-x

beschrieben. Wir bestimmen wieder die entsprechende CaetxmD. Zur Berechnungen der
Drehmatrix D wird wieder die Tatsache benutzt, dass die SpaltenvektdeerDrehmatrix die
Bildvektoren der Basisvektoren sind, also

D = (d(e1),d(e2),d(es)).

Drehung D¢ mit Winkel ¢ um z-Achse

z_ X
& = d(e) Seid(e;) = (y) , dann gilt
* o de) °
e cos(9) = (d(er).er) =x und cog—¢) =sin(¢) = (d(e) €2) =
d(ey)
€
cog9) X
Also istd(e;) = (sin(q))) . Seid(ep) = (y) , dann gilt
0 0
cos9) = (d(e).&2) =y und co$¥+¢) = —sin el) = x
—sin(¢) 0
Also istd(ey) = ( cog¢) ) Ferner istd(e; (O) Die Drehmatrix um diez-Achse
1
lautet somit:
cog$) —sin(¢) O
Dy = (sin(q)) coq¢) 0). (6.6)
0 0 1

Drehung Dy mit Winkel ¢ um y-Achse

X
& Seid(e3) = (O) , dann gilt
d(es) ¢ ’
o e, o) =(d(es).es=2 und cos}-)=sin)= (d(es).en) =x
€
d(ey)
sin() X
Also istd(e3) = ( 0 ).Seid(el) = (0) , dann gilt
cos($) z

cog¢) = (d(e1),€) =x und cog3;+9) = —sin(¢) = (d(e1),e5) =z
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cos() 0
Also istd(e;) = 0 . Ferner istd(e;) = e, = | 1 |. Die Drehmatrix um diey-Achse
—sin(¢) 0

lautet somit:;

(coq¢> 0 9m¢>)
Dyp = o 1 o0 |. (6.7)
—sin(¢) O cogd)

Drehung Dy ¢ mit Winkel ¢ um x-Achse

0
Seid(ep) = (y),danngilt
z
cog¢) = (d(ez).€) =y und cog;—¢)=sin(¢)=(d(ez)e3) =2

0
Also istd(ex . Seid(e3) = | y |, dann gilt
sm z
)=

cog9 €)=z und co§}+¢)=—sin(9) = (d(es).e) = y.

=

o

Also istd(es) = ( sin(¢) |. Ferner istd(e;) =e; = (O) Die Drehmatrix um diex-Achse
co¢)

lautet somit:;

0 sin(¢) cog9)

1 0 0
Dy = (O cogo) sin(q))). (6.8)

Beispiel 6.6
Die Geradeg mit der Parametergleichung

-0

soll um eine Achse im Raum, welche durch den Nullpunkt gebitgesdreht werden, dass die
gedrehte Geradg parallel zurx-Achse verlauft, d.h. der Richtungsvektor der Geradegoll
kollinear zue; sein. Gesucht ist die Drehmatrix und die Drehachse.

Wir bestimmen zuerst die lineare Abbildung

f:R*—R3 y=f(x) =D-x
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resp. die 3x 3 Matrix D, welcheg in g Uberfiihrt. Um die lineare Abbildung zu finden, be-
2

trachten wir den Richtungsvektar= | 2 | der Geradery. Dieser Vektoru wird zuerst um
-3

die zAchse mit der Drehmatri®,, um den Winkela in den Vektorv gedreht, so dassin der

x-z-Ebene liegt, d.h. dig-Komponente dieses Vektors ist 0. Siehe Abbildung 6.8.

Vi coja) —sin(a) O 2
V=D;q-u & 0| =]|sin(a) coda) O 2 .
V3 0 0 1/ \-3

V:sz-u

Abbildung 6.8: gedrehte Vektoren

Betrachtet man die zweite Komponente, dann folgt flr denkelia:

—45°
0=2sina)+2cog0) < a=arctar{—1)=
(o) +20050) 1) {1350'
Wir wahlena = —45°. Die lineare Abbildung ist
fi: R3—>R3, V= fl(U) :Dz’,45o~u.
Mit
cog—45) —sin(—45) 0 2 42
D; 45 = | sin(—45°) cog-45) 0] = _g @ 0
0 0 1 0 0 1
Somit ist

Vi 2 2 0\ /2 22
V=Dzqu & Vv=|0|=|_¥2 @ 0 2 1= 0 |.
V3 0 0 1/ \-3 -3

Der gedrehte Vektov = D, qU wird in einem weiteren Schritt mit Hilfe der Drehmatng/’B um
die y-Achse in den Vektow gedreht, sodass und e; kollinear sind, d.hw hat einey- und z-
Komponente gleich Null:

Wy cogB) 0 sinB)\ [/2v2
0 —sin(B) 0 cogp) -3
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Daraus folgt fur den Winkef

0=—2v2sinB) —3cogB) <« B:amtan(_ziﬁ) {;;3?37

Wir wahlen3 = —46.7°. Die lineare Abbildung ist

fa: R3— R3, W= fp(v) =Dy 467 V.

cog—467) 0 sin(—46.7) 0.6860 0 —0.727
Dy _a67 = 0 1 0 - o 1 o |.
—sin(—46.7) 0 cog—467) 0.7276 0 06860

0.6860 0 —0.7276\ (22 V17
W=DygvVv & w=[ 0 1 0 o= o]
0.7276 0 06860,/ \ —3 0

Der Vektorw = Dy, g - vist somit kollinear z«e;. Die gesuchte lineare Abbildunigist eine Zusam-
mensetzung der linearen Abbildungénund f;:

Mit

Somit ist

f: R3S REL RS we fpo fi(U) = fo(fy(U)) = Dyg - Dyg - U
Die Matrix der zusammengesetzten linearen Abbildungenf; ist

06860 0 —07276\ [ Y& 2 0 04851 04851 —0.727
D=Dy,-Dyg=| 0 1 0 V2 2 g|=[-07071 07071 0O
0

0.7276 0 06860 ’ 0.5145 05145 (06860

0 1

0
Die Parametergleichung der gedrehten Geraglénden wir, indem wir den Anfangsvekt{Z)

3
der Gerademy mit der MatrixD = Dyg - Dz drehen. Also

0 ~1.21
Dyg-Dza 2| = | 141 .
3 3.09

Die gedrehte Gerade hat somit die Parametergleichung

-1.21 V17
g:r=| 141 | +t| 0 |,
3.09 0
und ist parallel zux-Achse. Wir berechnen noch die Drehachse der DrefiuagDy g - D, 4. Alle

Vektorenx auf der Drehachse bleiben unter der Drehiniix, d.h.

D-x=x, furallexaufder Drehachse
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Diese Gleichung ist aquivalent zu
D-x—x=0 < D-x-I-x=0 < (D—-1I)-x=0.
Dies ist ein lineares homogenes Gleichungssystem mit dé&ixvia
—05149 04851 -0.727
D—I=|-07071 —0.2929 0 .
05145 05145 -0.3140

Wir l6sen mit der Gauss-Elimination:

X1 X2 X3 ‘ X1 X X3 ‘
—0.5149 04851 -0.7276|0 rref 1 0 04316 |0
—0.7071 —-0.2929 (00000 | O 0 1 -1.0419|0
0.5145 (05145 -0.3140|0 0O O 00000 |0

Daraus folgt
X1 —0.4316¢3 —0.431
X=|x|=| 1041%; | =x3| 10419 |, x3€R.
X3 X3 1

6.4.3 Drehung um eine beliebige Raumachse

Gegeben sei eine beliebige Achse des Raumes, welche mit detord reprasentiert wird. Ein
stellvertretender Punk® des Raumes wird mit dem Winkél um diese Raumachsein den

—
PunktP’ gedreht. Dabei sind= C—)?’undy: Da¢ -X = OF die Ortsvektoren dieser Punkte. Siehe
Abbildung 6.9.

Abbildung 6.9: Drehung um eine Raumaclase

Wir suchen eine lineare Abbildung, resp. die entsprech@rdbmatrixDa ¢
f:R3—R3 y=1f(X)=Dayp X

welche diese Drehung bewerkstelligt. Diese lineare Alipitperhalten wir folgendermassen. Das
Bild y = f(X) = Day - X des Vektorx erhalten wir durch Verkettung verschiedener Drehungen.

o Der Achsenvektoa wird z.B. um diez-Achse mit dem Winketr in die x-z-Ebene in den

Vektoru gedreht:
u= DZ,G -a.

Der Bildvektoru hat einey-Komponente gleich Null. Die lineare Abbildung ist dann
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e Der Vektoru derx-z-Ebene wird um dig-Achse mit dem Winkep auf diez-Achse in den
Vektorv gedreht:
V= DVyB -a.

Der Bildvektorv hat einex- undy-Komponente gleich Null. Die lineare Abbildung ist dann
fo: R — RS, y= DMB -X.

e Die Raumachsa hat nun eine spezielle Lage, sie liegt auf dekchse. Die eigentliche
Drehung um die Raumachse mit dem Winéielird nun um diez-Achse ausgefihrt:

fa: R®— R3 y=f3(X) =Dgg-X (6.9)
e Nun wird um diey-Achse mit dem Winkel-{3 zurlickgedreht, dabei i§l, g = D;é
fa: RE—R3, y=fy(x)= D;é-x.
Dann wird um diez-Achse mit dem Winkel-a zuriickgedreht, dabei ift, o = Dzj&.
fs: R*— R® y=fs(X) =D,q X
Die lineare Abbildungf ist die folgende Zusammensetzung:

fR*—R® y=fsofsofzofrofi(X) =Dag -X=D;qD,3D;¢DygDza-X. (6.10)

Das Produkt der Matrizen in Formel (6.10) kann auch folgemdssen geschrieben werden:

Dag -X=D,¢D, 3D7¢DypDza = (DypDza) *Dz¢DypDza. (6.11)
a
Wir berechnen nun die einzelnen Matrizen. &ei | a, | # 0. Der Vektora wird um diez-Achse
a3
mit dem Winkela in die x-z-Ebene in den Vektan gedreht:
up coJa) —sin(a) 0\ /a1
u=D;qa < 0] =|sin(a) coga) O] [a]. (6.12)
U3 0 0 1 as
Daraus folgt fur den Winkedk
0=asin(a)+axcoqa) < a= arctar(—g—i) . (6.13)

Fir die Komponenten voafolgt

up = coqd)a; —sin(a)ag, Uz = ags. (6.14)
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Der Vektoru derx-z-Ebene wird um dig-Achse mit dem Winkep auf diez-Achse in den Vektor
v gedreht. Der Bildvektov hat einex- undy-Komponente gleich Null, also:

0 cogB) O sinB) uz
v=Dypu <& 0]= 0 1 0 0. (6.15)
V3 —sin(B) 0 cogP) us
Daraus folgt fur den Winkef
0=uicoqP)+ussin(B) < B=arctar(—}) | (6.16)

Die eigentliche Drehung um den Winkglwird um diez-Achse ausgeflhrt:

cos¢) —sin(¢) O
Dzp = | sin(¢p) cog¢p) O]. (6.17)
0 0 1
Beispiel 6.7
1
Der Einheitswirfel soll um die Raumdiagonale- (1) um den Winkelp = 30° gedreht werden.
1

Aus der Formel (6.13) ergibt sich

o = arctar(—2) = arctar(—1) = —45.

Somit ist %
coga) —sin(a) 0 ¥z ¥2 0
Dzo = | sin(a) coga) 0] =|_¥2 2 0
0 0 1 0 0 1
Mit der Formel (6.16) folgt
B = arctar{— ) = arctar{—v/2) = —5474".
Die Matrix Dy,g ist
: 3 6
cogp) O sinp) NER
D= 0 1 o |=[0 1 0O
~sinB) 0 cosp)) \fE o 3
Die Matrix D4 lautet:
cog30°) —sin(30°) 0O B 10
Dz = | sin(80°) cog30°) 0] =] 1 @ 0
0 0 1 0O 0 1

Die Matrix Da ¢, welche die Drehung um die Raumdiagonalait ¢ = 30° realisiert, lautet

0.9107 -0.2440 (03333
Dag = (Dy’BDZ7q)*1DZ7¢ DygDza = | 03333 09107 -0.2440|.
—0.2440 03333 09107

ZHAW maro, 26. Marz 20125pezi el | e_Li neare_Abb. t ex



Kapitel 6. Spezielle lineare Abbildungen 133

Die Ortsvektoren zu den Ecken des Einheitswiirfels sind:

0 1 1 0
o= (0) ot (g) - 1) oo~ 1)
0 0 0 0
0 1 1 0
OE — (0),(?(0),(% (1),(74(1).
1 1 1 1

Um die Koordinaten der Ecken des gedrehten Wiirfels effiienéchnen zu kénnen, fassen wir
diese Vektoren zu einer Matrix zusammen:
3

E%Ma@@@@@@@>(
Die Spaltenvektoren der Matri®, ¢ - Eckensind dann die Ortsvektoren zu den gedrehten Wiirfe-

lecken:

o OO
= O O

1
0
1

e

1
0
0

oORr R
or o

0 09 07 -02 03 12 10 01
Da¢-Ecken=(0 03 12 09 -02 01 10 07].
0 -02 01 03 09 07 10 12

Um eine Projektion des Wirfels auf diey-Ebene zu haben, nimmt man die ersten beiden Zeilen
aus dieser Matrix. Die Zahlen in der ersten Zeile sindxdiordinaten der Punkte, die Werte in
der zweiten Zeile dig-Koordinaten.

Aufgabe 4
Zeichne den gedrehten Wirfel im Schréagbild, sowie die Rtigje des gedrehten Wiirfels auf die
x-y-Ebene in der Abbildung 6.10.

Z
y
C
o
1+ oH Dola oG
Eo oH
o
G
B
O
T o A T F
y hd T X
1 o oE 1
X ° C
B

Abbildung 6.10: Gedrehter Einheitswrfel im Schragbilalwats Projektion
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