Kapitel 3
81 Die reelle euklidische Ebene
Einfuhrung

Die reelle euklidische Ebene ist nach dem griechischen Mathematiker Euklid (* ca. 365 v.
Chr.; T 300 v. Chr.) benannt. In seinem bertihmtesten Werk ,,die Elemente* leitete Euklid die
Eigenschaften von geometrischen Objekten und den ganzen Zahlen aus Axiomen her. Dieses
Buch war an vielen Lehranstalten bis ins 20. Jahrhundert Grundlage des Geometrieunterrichts.

Euklid ist als historische Personlichkeit jedoch nicht gesichert; so gibt es auch die These, dass
,,die Elemente“ nicht von einer Person, sondern von mehren Mathematikern zusammen

geschrieben wurden.
Quelle: "http://de.wikipedia.org/wiki/Euklid"

Fur diesen Vortrag wurde die Struktur des Buches ,,Koecher — Krieg, Ebene Geometrie, 2.
Auflage, Springer-Verlag” ibernommen.
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1. Das Skalarprodukt
1.1 Definition:
Die Abbildung
R*xR?Z > R:(X,y) = (X Y) =Xy = XY, + XV,

ist a) symmetrisch, d.h. (x,y) =y, x)
b) bilinear, d.h. linear in jedem Argument
¢) positiv definit, d.h. (x,x)>0 V0z=xel?

d) nicht ausgeartet, d.h. aus (x,y)=0fiir alle y € R*folgt x=0

Man nennt (X, y) = x'y das euklidische Skalarprodukt von x und y.

Beweis:

Siehe lineare Algebra |



1.2 Satz:
X
Esgilt:xyt:( Y XY
LY XY,

Weiter gilt Spur(xy') =x'y

j ist eine reelle 2x2 Matrix.

Beweis:
Siehe lineare Algebra |

a b
Zur Erinnerung: Sei M :[c dj eine 2x2 Matrix, dann gilt Spur(M)=a-+d

1.3 Definition:

Zwei Vektoren x und y heil3en orthogonal, wenn gilt (x,y)=0

1.4 Definition:

Den Vektorraum R?*zusammen mit dem euklidischen Skalarprodukt nennt man auch die
reelle euklidische Ebene. Man schreibt dafiir: E := (R?{-,-)), an Stelle von x € R*schreibt
man dann auch xe E

2. Das orthogonale Komplement

2.1 Definition:

—X 0 -1
Die Abbildung E — E; x> x* == Jx :[ Xlzjmit J :(1 0 ] beschreibt eine Drehung um %
gegen den Uhrzeigersinn.

Es gilt:a) (X,x") =X (—X,) + %% =0
b) <Xl’ y> = (_Xz)y1 +XY, = _(Xzyl - X1y2) = _(X1(_y2) + X2y1) = _<X1 yL>
C) (X7, Y1) = () (=Y2) + XYy = XYy + %Y, =(X, ¥)

=X, - =X
d) (x°) =( j =[ J=(—X)
X =X

x und x* sind stets orthogonal.



2.2 Satz:
Fir 0= ae E bilden a,a* eine Basis von E

Beweis:
Siehe lineare Algebra I — max. linear unabhé&ngiges Erzeugendensystem.

Folgerung:
Jedes x € E lasst sich wie folgt durch diese Basis darstellen:
Xx=caa+pa,(a,fell,az0)
Zur Berechnung vonea und B wendet man auf x = aa+ ga*" das Skalarprodukt mit a
bzw.a"an und I6se nacha bzw. g auf.
€
clax @ x
(da)  (a,a)
T T
(Verfahren zur Berechnung von a und : Schmidtsches Orthogonalisierungsverfahren)

at,a=0

2.3 Lemma:

Fiur 0=acE ist (a,x)=0 gleichwertig mit x e Ra"
Beweis:
»=>“ Angenommen x ¢ Ra* dann besitzt x eine Darstellung im Sinne von 2.2 wobei a # 0

Dann wére das Skalarprodukt (a, x) = a|a|2 #0 Wid.
»<="klar

2.4 Bemerkung:

Die Einfilhrung der Basis a,a" an Stelle der kanonischen Basis von E bedeutet geometrisch
den Ubergang zu einem neuen Koordinatensystem.

3. Zusammenhang von (x, y) und [x, y]

3.1 Bemerkung:

Aus Kapitel Il ist die Determinantenfunktion
(%, y) =[x y]= det(x,y) = Xy, = X, ¥

bekannt.

Doch wie héngen (x, y) und [x, y] zusammen?

Es gilt:[X, Y] =Xy, = %,¥1 == (=¥,) + X, ¥;) ==X,y ) =(X", y)



und: (X, ¥) =Y, + %Y, = (%)Y, —xy) =[x,y ]=[x. y*]

3.2 Satz: (Cauchy-Schwarzsche Ungleichung)

Die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung ist eine direkte Folge der folgenden algebraischen
Identitat.

(X Y1+ %Y,)2 + (Y, =X, Y1) % = (X + XYL +Y3)

In anderer Notation steht hier:

Y2+ %y =Xy, )

Da die Determinante eine reelle Zahl ist und das Quadrat einer reellen Zahl stets grof3ergleich
Null ist sieht man sofort die Cauch-Schwarzsche Ungleichung:

O YY2 (X XY, YD

Die Gleichheit gilt genau dann, wenn [x, y] Null wird, wenn also x und y linear abhéngig
sind.

4. Betrag und Abstand
4.1 Definition:

Fur x € E definiert man den Betrag durch

X = (X, X) = /X7 + X5

Man nennt |x| auch die euklidische Lange des Vektors x. Vektoren der Lange 1 heiRen
Einheitsvektoren.

Es gilt:a) [0 =0
b) [X|>0< x=0
SR
d) ‘xl‘=|x|
e) [x+ y|2 = |x|2 + 2(X, y>+|y|2

Beweis:
Die Punkte a bis d sind klar



&) X+ Y[ = (x+y, X+ Y) = (4 + 1)+ (6 + ¥,)’
=X 20+ YL X 2%, + Y,

2 2
=[X" +2(x, yy +1y|
4.2 Satz: (Cauchy-Schwarzsche Ungleichung)

Die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung fur den Betrag folgt aus 3.2.

<X! y>2 + [X’ y]2 = <X’ X> : <y1 y>
= <X! y>2 S<X1X>'<y! y>
= |<X! Y>| < V<X! X> '*\/(y' y>

= [y <Xy

Die Gleichheit gilt genau dann, wenn x und y linear abhangig sind.

4.3 Satz: (Dreiecksungleichung fiir den Betrag)

Es gilt:
-+ y[<|x|+]y]
Die Gleichheit gilt genau dann, wennesein A e[l mit x= Ay

Beweis:

Herleitung:

@.1€) [x+y]" =]x" +20x,y) +]y|°
<X+ 2yl + Iy
< (X +IvD*

= |x+ y|£|x|+|y|

4.4 Definition: (Abstand)

Seien x,y € E so wird der Abstand von x und y durch folgende Formel erklart:

d(x,y) :=|x—y|=\/<x—y,x—y :\/(Xl_Y1)2 +(X, - Y,)°

Sofort sieht man:

Die Abstandsfunktion d ist symmetrisch.
Zwei verschiedene Punkte haben positiven Abstand zueinander.



4.5 Satz: (Dreiecksungleichung fur den Abstand)
d(x,y) <d(x,z)+d(z,y)

Die Gleichheit gilt genau dann, wenn X,y,z auf einer Geraden liegen. Geometrisch bedeutet

dies, dass in einem Dreieck die Lange jeder Seite kleiner der Summe der Langen der beiden
anderen Seiten ist.

Beweis:
Herleitung:

Die Dreiecksungleichung flr den Abstand wird auf die Dreiecksungleichung fiir den
Betrag (4.3) zuruckgefihrt.

d(x,y) =|x-y|=|x-z+2-y|
<|x—z|+|z-y|=d(x,2)+d(z,y)

4.6 Satz des Pythagoras:

Die Vektoren x und y sind genau dann orthogonal, wenn gilt:
2 2 2
e+ y[" =[x +ly]

Beweis:
[+ 9" =[x +]y°

Vo yoxsn | = (oo |+ Wy |

2 2 2 2 2 2
(X1+Y1) +(X2+y2) =X +X+Y Y,

XP+2XYy Y]+ X 2K Y, + Y, =X X+ Y Y,
2%y, +2X,Y, =0

2(x,y)=0

(X, yy=0

x und y sind orthogonal

0000090

4.7 Definition:

Sei M c E eine nicht-leere Menge und p € E ein Punkt.
Der Abstand von p zu M wird definiert durch:

d(p,M):=inf{p-x:xeM]
(Auf diese Definition wird in diesem Vortrag zwar nicht naher eingegangen. Da sie aber

spater zur Herleitung anderer Abstandzusammenhénge (z.B. Punkt — Gerade) gebraucht wird
flihren wir sie bereits jetzt ein)



5. Winkel
5.1. Definition:

Seien x,y € E, x,y # 0. Nach der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung gilt dann:

<Y g
X[y
Da der Cosinus das abgeschlossene Intervall [O, 7:] bijektiv auf das das abgeschlossene
Intervall [—1,1] abbildet, gibt es eine eindeutig bestimmte Zahl & =6, mit der Eigenschaft

(X, yy=|x|-ly|-cos@ , 0<0<z

Man nennt 6 =6, =6, den Winkel zwischen x und y

5.2. Lemma:

Man liest aus der Definition folgende Beziehungen ab:

o, ,=r-6,
(i) x,y linear abhangig < 6, =0 oder 6, =7

T
(i) x,y orthogonal < &, , =3

Beweis:
(i) (X,=y) ==1-(X, y) :—1-|x|-|y|-cos(z9xly):|x|-|y|-cos(7r—9X’y)
Damitistdann 6, , =7-06,

(ii) ,,=>“ OE: X,y linear abhdngig mit gleicher Orientierung < x=k-y kel”
Damit ist dann
%) =(k-y,yy=k-(y,y) =k-|y[ -cos(q,)
Aus 4.1(|y| =y, y) ) folgt |y|" = (y,y). Eingesetzt ergibt sich
k-[y['-cos (6, ) =k-[y[
= cos(ﬁxyy) =1<6,,=0

Falls sie nicht die gleiche Orientierung haben, wende (i) an und fiihre es auf den
angenommenen Fall zuriick

Mit (i) folgt in diesem Fall cos(6,,)=-1<6,, =7
w<=" 0.,=0oder 6 =7
=> cos(d, ,) =+1

=> (X, y)=(£1)|X||y|. 4.2 besagt, dass X,y linear abhangig sind.



(iii) x,y orthogonal
< (X y)y=|x|y|-cos6, ,=0 < cosb, =0 < 6, :%

da nach Voraussetzung 0< 6, <7

5.3 Cosinus-Satz:

Sind x,y e E\{0}, so gilt:
[x=y[ =[x +|yf =2-[|y]-cos g,
Beweis:

K=y =(X=y, X=y) = (XX + (=Y, =Yy = 2:(X, ¥)
= (X%, X)+ (Y, V) +2-(X, Y) :|x|2 +|y|2 —2:|x|-|y|-cosb,,

5.4 Proposition:

Sind a, f €] mit o+ % =1 gegeben, dann gibt es ein eindeutig bestimmtes ¢ €[] mit

a=cos(p), f=sin(p), 0<p<2z

Beweis: siehe Analysis | *

5.5 Korollar:
Zu a,pell gibtes pell mit a-cos(¢)+B-sin(@)=0

Beweis:
Ohne Einschrankung a”+ £#° >0 (sonst = =0)

Nun gilt fur

L und 5= y'+ot=1

y::\/a2+,82 Jai + p?

Nach 5.4 existiert nun ein ¢ ] mit y =cos(¢), 5 =sin(p), 0<p <27
Einsetzen ergibt die Giltigkeit des Satzes!

! Siehe S 86/87 Forster, Otto: Analysis | . Differential — und Integralrechnung einer Veranderlichen . 4.
durchgesehene Auflage 1992, Vieweg: Braunschweig



5.6 Definition:

. . . coS
Furein ¢ €[l definiert man den Einheitsvektor e(go) ::( . (pj
sing

Offensichtlich ist, dass: e((p)l = e(¢+gj

5.7 Lemma: (Polarkoordinaten)

Zu 0= x € E gibt es ein eindeutig bestimmtes ¢ €] mit:
X=|X|-e((p), 0<p<2r

Beweis:

a
Schreibe x in der Form |x|-i-x:|x|-(b] mit =1. Wende hierauf 5.4 an.

4

y

Mit Hilfe der Additionstheoreme des Cosinus erhalt man:

5.8 Folgerungen:

(i) (e(@).e(w))=cos@-cosy +sing-siny =cos(p—-y)
(i1) aus (i) erhalt man mit 5.1
0., =(p-w)x0-2-7 mit x=e(p)undy=e(y)
(iii) 5.1 und 3.2 ergeben:
P+ Y] = (60 (YY)
& (I[yl-cos8,, )" +[x T =[x |y
= [xy] =Py {1-cos(0,))
= [0yl =y (sin’ (0,,))
& [xy]=KJyl-(sin(e, )

(iv) 5.1 und (iii) ergeben

tan(@xly):‘giﬁ‘ , falls (x,y)=0



5.9. Definition:

Ist nun a,b,c ein Dreieck in E, d.h. [a,b,c] # 0, so definiert man den Winkel bei
a bzw. b bzw. ¢ bzw. durch a =86

b-a,c-a

Dann heilien «, 5,y die Winkel des Dreiecks

bzw. 8=6, ., bzw.y=0,

—c,b-c

5.10. Winkelsummen-Satz:

Die Summe der Winkel in einem Dreieck in Eist .

(c—b,-b) _|b| —(c,b) |le=b.-b]  |b.c]

R T TR B A e e

_(-cb-c)_d ~¢c,b) | Sm(j/):‘[b—c,—c]‘: [b.c]
[cl-lb=c|  [c[-[p—¢] c]-p=c][e]-lo-c]

cos(y)

Betrachte nun:
cos(a+ B)=cos(a)-cos(S)—sin(a)-sin(/)

Einsetzen der obigen Beziehungen ergibt:

0.)-(bf ~0.0)) bl (b,c)-of
bf*[ef-fo—c] el lo~¢]

—cosy =cos(z—y)

Analog:
sin(a+ ) =sin(a)-cos(f)+cos(a)-sin(f)=siny =sin(z—-y)

DaO<a+pf,7—y<2-7 erhdltmanaus5.4 a+pf=n—y



6. Die orthogonale Gruppe

6.1. Definition:

Die Gruppe der reellen orthogonalen 2 x 2 Matrizen wird mit O(2) bezeichnet, also
0(2):={T eMat(2,0):T'T =E,}

6.2 Aquivalenzsatz fuir orthogonale Matrizen:

Fur eine reelle 2 x 2 Matrix T sind dquivalent:

(i) T istorthogonal

(ii) T' ist orthogonal

(iii) T ist invertierbarund es gilt T* =T*
(iv) T =(a,b) mit a,beE und |a|=|b|=1, (a,b)=0

(v) [T-X=|x|,vxeE
(vi) (T-x,T-y)y=<(X,Yy), Vx,yeE

Insbesondere gilt det(T)=+1

Beweis:

aus dem Determinantenproduktsatz und der Definition der Gruppe O(2) folgt sofort:

1=det(T'T ) =det(T")-det(T ) = det(T )’
< det(T)==+1

Somit folgt automatisch (iii) da die Matrix nun invertierbar ist.

(i) => (ii): wissen: E, =TT < E, =T T" < TT'=E,
da (T‘)t =T folgt die Behauptung

(i) => (i) wie oben klar

. N (@ a'a a'b la”  (a,b) ~

(iv) < (i): EsgiltT'T _[btj(a b) = [b 4 1 b} [(a,b> |b|2 J_ E,
Damit folgt (i) sofort aus (iv).

(i) => (v) Klar, da T'T =E, und || = x'x
Denn |Tx| (Tx) "Tx = XTTx = x'x = |x|

(v) => (vi)
T(x+Yy),T(x+y)= |Tx|2 +2(Tx, Ty) +|Ty|2 =‘T (x+ y)‘2 =[x+ y|2 - |x|2 +2(X, y>+|y|2



(vi) => (i)

Setze die Standardeinheitsvektoren in (vi) ein.
6.3 Definition:

Fur ¢ €[l definiert man:

T((p)::(cosqo —sin(pJ und S((p):z(cosqo singo}

sinp  CoS@ sinp —cosg@

6.4 Folgerungen:

Man weil} bekanntlich:

() TeO(), det(T)=1=T =T () firein pell
(i) TeO(2), det(T)=1<T =S(g) firein p el

(iii) Uber die Additionstheoreme ergibt sich:
T(p)e(y)=e(p+y) und S(p)e(y)=e(o-y)

Somit beschreibt die Abbildung:

(iv) E>E, x> T(¢)x, eine Drehung um den Winkel ¢

(v) E—E, x— S(¢)x, eine Spiegelung an der Geraden [J -e(%}

0

(vi) Insbesondere gilt T (%J = (1

-1
OJ:J und T[%)x:xL (J siehe 2.1)

6.5 Definition:

Die Untergruppe SO(2):= {T €0(2): det(T):l} von O(2) heiRt spezielle orthogonale
Gruppe und besteht aus allen Drehungen T (¢).

6.6 Bemerkung:

Alle Matrizen dieser Gruppe erflllen die Identitét

[T, Ty, Tz]=det(T)-[x,V,z]



7. Bewegungen
7.1 Definition:

Eine Abbildung f :E — E mit den Eigenschaften:

[F(X)-f(y)=lx-y wxyeE

Nennt man eine Bewegung bzw. euklidische Bewegung.

7.2 Satz:

Die Bewegungen von E sind genau die Abbildungen
E—>E x>T-x+q mitTe0(2),qeE

(somit sind die Bewegungen aus Translationen, Drehungen und Spiegelungen
zusammengesetzt. Bzgl. Komposition bildet diese Menge eine Gruppe)

Beweis:

Nach Teil (v) des Aquivalenz-Satzes (6.2) fiir orthogonale Matrizen ist klar, dass diese
Abbildungen Bewegungen sind.

Betrachte nun

f :E — E eine beliebige Bewegung. O.E. f(0)=0.

Dann ist
£ ()| =]x| und (f(x), f(y)=(xy)

Die erste Gleichung folgt unmittelbar aus der Definition 7.1 wenn man y =0 setzt. Die
zweite Gleichung wird auch aus dieser Definition hergeleitet.

[F()-f(V)=x-y] wxy<E
e[t )- 1 ()] =[x-yf
& (F)-f(y), F)-f(y)=(x-y,x=y)
< (£, F0)+(F (), F()=2(F(X), F(V))=(x )+ (¥, y)=2(x,y)
ST+ W[ =2(Fx), F) =" +y] —2(x.y)
< Y =2(F00. F () =[x +]y"-2(xy)
< (F(X), f(y)=(xy)



Damit berechnet man

[F (e y) = £ 0= F(y) =CE(ery) = F ()= F(y), F(x+y)= ()= (¥

=[F () +F O+ E (] =20F (%), f (x+y) =20 (y), F(x+yD+2(F (x), T (¥
=[x+ y|2+|x|2 +|y|2 —2(X+ Y, X+ Y)Y+ 2(X, Y)

=[x+ y|2 +|x|2 +|y|2 —2|x+ y|2 +2(X, y)

:|x|2 +|y|2 —|x+ y|2 +2(X,y)

:|x|2 +|y|2 —(|x|2 +2(X, y>+|y|2)+2<x, y)=0

Und erhalt somit f (x+y)=f(x)+ f(y)

Analog folgt f(a-x)=a- f(x)

[f(a-x)-a-f(x) =(f(a-x)-a f(x), f(a-x)-a-f(x)
=(f(a-x), f(a-x)h+(a-f(x),a-f(x)-2-¢a-f(x), f(a-x)
=(a-x,a-x)+a’(x,x)-2-a-(f(x), f(a-x))
=(a-x,a-x)+a’(x,x)—2-a-(x,a-x)
=a’(x,x)+a’(x,x)—2-a*>-(x,x)=0

Daher ist f :E — E ein Homomorphismus der Vektorrdume, es gibt daher eine 2 x 2 Matrix
Tmit f(x)=Tx wobei speziell gilt [Tx|=|x| fur alle x e E . Nach Aquivalenzsatz folgt T ist
orthogonal.

7.3. Korollar:
Eine Bewegung lasst Winkel zwischen Geraden invariant.
Beweis:

Verschiebe den Schnittpunkt der Geraden in den Nullpunkt und beachte, dass fiir die
Richtungsvektoren folgendes gilt:

[FO[= und ¢F (x), f () =Cxy)

somit folgt die Behauptung sofort.



8. Kongruenz und Ahnlichkeit
8.1 Definition:

Zwei Dreiecke a,b,c und a',b’,c' in E heilden kongruent, wenn die entsprechenden
Seitenlédngen Ubereinstimmen, d.h.

la—b|=]a'=b, |[b—c|=|b'-c] und |[c—a|=|c'-a

8.2 Satz:

Fur zwei Dreiecke a,b,c und a',b’,c' in E sind aquivalent:

(i) a,b,c und a',b’,c' sind kongruent
(ii) Es gibt eine Bewegung f mit f(a)=a', f(b)=b", f(c)=c'

Daher werden Bewegungen auch Kongruenzabbildungen genannt.
Beweis:
(i) => (i): Man wende 7.2 und den Teil (v) des Aquivalenzsatzes an
(1) => (i1): Fur kongruente Dreiecke existiert eine Abbildung

f e Aff(2,0) mit f(a)=a', f(b)=b", f(c)=c’

Aus dem ersten Vortrag folgt nun die Existenz

TeGl(20),geE mit f(x)=T-x+q
Damit ergibt sich durch einsetzten nun:
T(a-c)=a-c', T(b-c)=b-c', T(a-b)=a-b’
Damit ergibt sich nun
[a—c|[=[T(a=c)[=[a-c] . [p-c|=[T(b-c)|=|p-c] . [a—b|=[T (a-b)|=[ab]
Weil a,b,c ein Dreieck ist, bilden (a—b),(b—c) eine Basis von [l > damit folgt dann

[T =[x V¥xel ?. Nach dem Aquivalenz-Satz folgt nun, T € O(2)

Somitist f eine Bewegung

8.3 Definition:

Zwei Dreiecke heiflen &hnlich, wenn sie bis auf eine Streckung, d.h. bis auf eine Abbildung
der Form x+> px, p >0 kongruent sind.



8.4 Bemerkung:

Jede Ahnlichkeitsabbildung, d.h. jede Abbildung f : E — E, die ein beliebiges Dreieck in ein
dazu &hnliches abbildet, hat daher die Form

f(X)=p-T~X+q mit 0+ pell, Te0(2),qeE

Bei Ahnlichkeitsabbildungen werden Winkel, aber nicht Abstande erhalten.



	Einführung

