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1 Uberblick & Ziel

In diesem Kapitel wollen wir eine weitere Integrationsmethode kennenlernen,
eine welche mit der

Partialbruchzerlegung

arbeitet.

Folgerungen aus dem Fundamentalsatz der Algebra und Anwendungen aus der
Algebra, insbesondere des Divisionsalgorithmus und des Bruchrechnens ermogli-
chen uns eine partielle Zerlegung von gebrochen-rationalen Funktionen in Par-
titionen, welche wir elementar integrieren konnen. Die Linearitéit des Integrals
erlaubt uns dann bei der Integration einer gebrochen-rationalen Funktion diese
Partitionen einzeln zu integrieren und anschliessend aufzusummieren.

Unser Ziel wird also sein, diese Partitionen und deren zugehorigen Stammfunk-
tionen zu bestimmen, so dass wir im Folgenden in der Lage sein werden, alle
gebrochen-rationalen Funktionen zu integrieren.

Ich m6chte nochmals explizit darauf hinweisen, dass sich nicht fiir alle Funk-

tionen eine Stammfunktion finden ldsst und daher in den Anwendungen héufig
auf numerische Methoden zur Berechnung von Integralen zuriickgegriffen wer-
den muss.
Die bisher besprochenen Integrationsmethoden (die partielle Integration und
die Substitutionsregel) und auch die neue Methode mit der Partialbruchzerle-
gung lassen sich nicht immer, aber auf die Berechnung vieler wichtiger Integrale
anwenden.

An dieser Stelle meinen herzlichen Dank an die SchiilerInnen der Klasse
M6e (HS 2021/22) (Noémi Dornbach, Camilla Gwadera, Lara Matijevic, Fran-
cesca Peacey, Hejwan Reshid, Erhan Rujovic, Liv Rusert, Arian Sadrijaj, Patric
Schweizer, Cael Tschobokdji, Jinlei Zhou) fiir das gemeinsame Durcharbeiten
mit ihnen, ihre Korrektur- & Ergédnzungsvorschldge und ihre Musterlosungen
und eigenen Aufgaben ...



2 Grundlagen & Vorkenntnisse

Die folgenden Begriffe und Eigenschaften sollten dir bekannt sein:

o (Gebrochen-rationale Funktionen:

Pole (mit/ ohne VZW):

Definitionsliicken (mit/ ohne Polcharakter):

Stetige Ergdnzung:

Asymptotisches Verhalten:



Ebenso solltest Du die folgenden zwei Beispiele und die Aufgabe 3 zu den
gebrochen-rationalen Funktionen 16sen kénnen:

Beispiel 1 Bestimme die Funktionsgleichung f(z) einer Funktion,
welche alle der folgenden Bedingungen erfiillt:

f(z) hat ...
1. einen Pol mit VZW an der Stelle z; = 0,
2. eine doppelte NS in x5 = 3,
3. eine Definitionsliicke ohne Polcharakter in x3 = —4,

4. ein asymptotisches Verhalten hat, dass durch eine
breite, nog Parabel beschrieben wird.

Stelle die Funktion noch graphisch dar:



Aufgabe 1  Formuliere eine eigene Aufgabe.



Beispiel 2 Bestimme eine mdgliche Funktionsgleichung mit Poly-
nomen von kleinst-mdoglichem Grad fir den folgenden
Graphen:
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Aufgabe 2 Formuliere eine eigene Aufgabe

Aufgabe 3  Beweise die Ableitungsregel fiir gebrochen-rationale Funk-
tionen unter Verwendung der Produkteregel.



3 Die Partialbruchzerlegung

Jede gebrochen-rationale Funktion ldsst

sich geméss Definition folgendermassen darstellen:

f(z) = ——= , mit u,v = Polynome beliebigen Grades, grad(v) > 1

und mit Hilfe des Divisionsalgorithmus wie folgt zerlegen:

ap + a1zt + asx® + ...+ apa”
bo + bzt + box? + ...+ by a™

~—

fz)=r(z)+ ];Ei) =r(z) +

wobei r(x), p(z) und ¢(z) Polynomfunktionen sind, mit grad(p) < grad(q).

Aus dem Fundamentalsatz der Algebra folgt, dass sich in R jedes Polynom
vollstindig in Linearfaktoren und in quadratische Faktoren zerlegen ldsst.
(In C gibt es sogar eine vollsténdige Zerlegung nur in Linearfaktoren.)

Fiir unser Nennerpolynom ermdoglicht diese Aussage die folgende Darstel-

lung;:

qgx) = bplx—x1)" (x—29)™ ... (& —xp)"* -

(22 + 212 + 1) (2 + 2box + )™ - ... - (2% 4 2bjz + )"

mit x; = NS(q), mit der alg. Vielfachheit m; und ¢; > b;2.

Beachte, dass die by, ... b; hier, nicht die gleichen b1, ... ,b,, wie oben sind.



Noch einige Fragen zur Diskussion € zum Verstindis ... :
[ ) Zi m2+22l ’I"l:?

e Warum die Forderung ¢; > b% VleN?

e Warum gilt: 2% + 2bjz + ¢; > 0, Vz,l

e Warum kénnen wir (E(ohne Einschrinkung der Allgemeinheit)
auf negative quadratische Koeffizienten in den obigen Polyno-
men zweiten Grades verzichten ?

e Erkldre, warum bei einer vollstéindigen Zerlegung tiberhaupt
quadratische Faktoren vorkommen kénnen und keine Faktoren
mit Polynomen hoheren Grades.



Um weitere Indexschlachten zu umgehen, wollen wir die folgende Zerlegung
des Nennerpolynoms an einem expliziten Zahlenbeispiel eines vollstdndig in li-
neare und quadratische Faktoren zerlegten Polynoms durchfiihren.

Fiir
plx) p(x)
q(x) (z+D(x—-1)2(x+2)3 (224 2+ 1)(2%2 4+ 2z +4)
folgt mit Hilfe des Bruchrechnens
B A n B n By L+ 1 . Cs L Cs .
oo+l -1 (2-1)2 x+2 (2+2)?  (z+2)3
Dx+ F Fix+ Gy Foxr + Go
224+r+1 2242x+4  (22+2x+4)2
Die Parameter A, B;,... G; werden durch Koeffizientenvergleich bestimmt,
d.h.: ...

Zusammengefasst ermoglicht uns die Partialbruchzerlegung die vollstandige
Zerlegung jeder gebrochen-rationalen Funktion in Summanden der folgenden
Form:

o fi(x)=q-z"
Cn A
o fZ(J) - (x—xz)m
Bx+C

B e T

mit deren zugehorigen Stammfunktionen wir uns jetzt noch beschéftigen
miissen.



4 Die Bestimmungen der notwendigen Stamm-
funktionen

Die einzelnen Partitionen in ihren Fallunterscheidungen ...

Aufgrund deiner Vorkenntnisse bist du schon in der Lage Fi(x) und F5(x) zu
bestimmen.

Aufgabe 4 Do it.

10



Noch einige Fragen zur Diskussion € zum Verstdindnis

e Warum interessieren uns die Falle fiir m < 1 nicht ?

e Uberlege dir eine weitere Verallgemeinerung des Integranden
f2(z) und bestimme die zugehorige Stammfunktion.

e Warum ist diese Verallgemeinerung in unserem Fall nicht not-
wendig ?

e Erkldre den Begriff der linearen Substitution.

11



B
4.2 / 04
(22 4 2bx + o)

Aufgabe 5  Beginne mit einem intuitiven Ansatz zur Berechnung dieses
Integrals:

Zur Bestimmung der Stammfunktion 5(z) wollen/miissen wir also f5(x)
noch weiter zerlegen

Bz +C _B 22+ 2b L C — Bb
(x2 +2bx + )" 2 (22 +2bx +c)" (22 +2bx + )"

=R =:S

so dass wir einmal mehr die Summenregel anwenden kénnen.

Wir werden im Folgenden wieder die Fallunterscheidungen r =1 oder r > 1
vornehmen und den jeweils auftretenden konstanten Summand in den Stamm-
funktionen zur Vereinfachung gleich 0 setzen.

12



o fir R: Fallr=1

B 2x + 2b Subst.regel

B
d © .= —-In(z?+2
2 22 4+ 2bx +c 2 n(@” + 2bz + )

Aufgabe 6  Rechne nach.

Noch eine Frage zur Diskussion € zum Verstindins ...:

Warum kann auf den Betrag im In verzichtet werden ?
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o fur R: Fallr>1:

B 2x + 2b Subst.regel B 2 1—
= i S = . = —— 2b "
/ 2 (22 4 2bx + )" * 2(1—r)<x +2be )

Aufgabe 7  Rechne nach.

Eine kleine Bemerkung:

Die Situation im Fall » = 1 ldsst sich auch zu einer Formel zur
Bestimmung von Stammfunktionen verallgemeinern, die es sich
lohnt zu merken:

F@
| 5 o= s 1+

Aufgabe 8  Beweise diese kleine (aber niitzliche) Bemerkung.

14



o fiurS: Fallr=1

/ C — Bb i
22 +2bx + ¢ .

Subst.regel

Aufgabe 9  Rechne nach.

1
(C—Bb)-/ e
(C—Bb)~/ L
(c—b%((\}%) +1>

C — Bb 3 x+b
W'\/c—b -arctan(m)
CBb'arctan( erb)

c— b2 Ve — b2

15




Aufgabe 10  Beweise:

1
1. / ——— dx = arctanx +C
1+ 22

2. / A~(1dz = A~C~arctanx+B

16




o fiurS: Fallr>1:

C - Bb 3
/,@2+%x+®”4dx N (C_Bwl/@3+%x+@1 1 da

part.Int

= (C - Bb) - {($+b)-(x2+2bm+c)l_r

7/ (1 —7)(z + b)(2z + 2b)(x® + 2bx +¢) ™" dx}

(C — Bb) -
[ v b +%r—D/T(@+byd4

(22 + 2bx + )71 22 +2bx +c)"

Wir brauchen noch ...

/ (x + b)? dr - / (22 + 2bx + ¢) — (c — b?) dx
(22 4 2bx + )" (22 + 2bx + ¢)"

/(x2—|—2b3:—|—c)17’” dx — (c—bg)/ (22 4 2bx 4 ¢) ™" dx

17



Zusammengefasst erhalten wir:

/ 1 d x+b
r =
(22 + 2bx + )71 (22 +2bx + )71
+ 2(r — 1)/ (22 +2bx + ) 7" dx

—2(r—=1)(c— bz)/ (2 +2bx +¢)7" dx
oder dquivalent dazu

/(x2+2bx+c)_r de = ...

Aufgabe 11  Berechne als Anwendung:

| v
(22 + 2bx + ¢)? v

18



Wir sind nun in der Lage, auch die Stammfunktionen fiir den letzten Sum-
manden, also fiir f3(x), zu bestimmen:

/ BerC Bt 4 200 + ¢) + C28 aretan (20
———— axr = — In(x X C I n| —],m
224+ 2bx +c 2 Ve — b2 NS

Bx+C B, .1, C=DBb z+b

Noch eine Frage zur Diskussion & zum Verstindis ...:

Welche Fille fehlen noch ...und wie ldsst sich das 16sen ?
(Nur mogliche Losungsansitze diskutieren.)

19



5 Beispiele
x4+ 2

4
2
Beispiel 3 Berechne: / T dx
x(x? - 1)

20



422 +9x — 4
5.2 d
/x3—5x2+8x—4 o

422 + 92 — 4
Beispiel 4 Berechne: / 3 _965;—2 —f8z "y dx

21



Aufgabe 12  Formuliere eine eigene Aufgabe.
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5.3 dx

/ (x 4+ 1)(x — 2)3(2? +‘a‘7'+ 1)(x? 4 2z + 3)%a*

Beispiel 5 Bestimme nur den Ansatz fiir die Zerlequng und die dar-
ausfolgende Stammfunktion:

dz

/ (x4 1)(x —2)3(a2 —l—'s; .—i— 1)(x? + 2z + 3)2z4

23



Wir schauen uns noch eine vereinfachte Stammfunktion an ...:

Aufgabe 13  Formuliere eigene Aufgaben zur Bestimmung der verein-
fachten Stammfunktion.

24



dz

223 + 522 +2x 4+ 3
5.4
3 +2x24+x+1

223 + 522 + 2 3
Beispiel 6 Berechne: / T OTT At dx
3 +222+x+1

25



Aufgabe 14  Formuliere eine eigene Aufgabe, mit
1. genau einer komplexen Nullstelle im Nennerpolynom.

2. genau zwei komplexen Nullstellen im Nennerpolynom.

26



1
5.5 d
/ 1+ a2t v

Beispiel 7 FEin letztes gemeinsames Beispiel mit etwas Rechnen in C:

1
Berechne: / 1547 dzr

27
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6 Die Losungen zu den Beispielen

Beispiel 2
x + 20
=1/2- p) R —
f@) =1/2- @+ 2
Aufgabe 11
1 T+b n 1 arcta x+b
. . arctan ———
2-(c—0%) \224+2bzx+c e—b2 Ve—b2
Beispiel 3
1 _ 3/2
Lo (Qette— 1)y |
2 |z |2
Beispiel 4
n|(xz-1°% (x-2)°|+30-(x—2)"'+C
Beispiel 5
-1 Bs -2
A-ln|z+1]| + By-ln|x—2| — By-(z—2) —7~(x72)
C D-¢< i
+ —-In(z*+2z+1) + Z . arctan 2
2 3 3
4 1
by 9 - E z+1
+ — -In(z*+2x+3) + -arctan ——
5 - n( ) 7 7
E2 2 1 FQ—EQ rz+1 FQ— rz+1
_ 2. 2 . .arct
2 (27 +22+3)"" + 4 x?4+2x+3 3 archan V2
G G
+ G1-1n|x|—G2~x_1—73 _2—?41‘_3 + C

29



Beispiel 5 Vereinfachte Stammfunktion

A-Injxz+1] + B-ln|lz—2| +C-(z—27" 4+ D-(x—2)"2

+
+ E-ln(mQ—&—x—l—l)—&—F-arctanz 2

\ﬁ
a

1 1
+  G-In(x?42243) + H-arctan x\—/g + J(2®42243) "+ K vt

r+1
— 1 Larct
x2—|—2x+3+ arcanﬁ
+ M-ln|z| +P-2x! + S22 + T 273 + const

Beispiel 6
3| (2
2w + In(| ($+2)25| (2" +1)) + 4-arctanz + C
Beispiel 7
L In(e?— Vaz+1) + — - arctan (ﬁ - 1)>
12 2v2 V2
+ L@ VIr 1)+~ arctan (ﬁ (z+ 1))
132 2v2 v2

30



7 Die SchiilerInnenbeitrige

Es folgt eine Zusammenstellung von Musterlésungen zu den Beispielen im Skript
und der schiilerInneneigenen Aufgaben mit den zugehorigen Musterlosungen:

Aufgabe 1: Noémi Dornbach, Liv Rusert eine eigene Aufgabe
Aufgabe 4: Jinlei Zhou eine Herleitung
Aufgabe 5: eine Herleitung
Aufgabe 6, 7, 8: Jinlei Zhou zwei Herleitungen und ein Beweis
Aufgabe 9, 10 Jinlei Zhou eine Herleitung und zwei Beweise
Beispiel 3: eine Musterlésung
Beispiel 4: Cael Tschobokdji eine Musterlosung
Aufgabe 12: Camilla Gwadera, Francesca Peacey eine eigene Aufgabe mit Musterlosung
Beispiel 5: Jinlei Zhou eine Musterlosung
Aufgabe 13: Jinlei Zhou eine eigene Aufgabe mit Musterlosung
Beispiel 6: eine Musterlosung

Aufgabe 14: 1. eine eigene Aufgabe mit Musterlosung
2. eine eigene Aufgabe mit Musterlésung

Beispiel 7: eine Musterlosung

31


https://ronaldbalestra.ch/dokumente/am/pbz/Aufgabe1.pdf
https://ronaldbalestra.ch/dokumente/am/pbz/Aufgabe4.pdf
https://ronaldbalestra.ch/dokumente/am/pbz/Aufgabe6_7_8.pdf
https://ronaldbalestra.ch/dokumente/am/pbz/Aufgabe9_10.pdf
https://ronaldbalestra.ch/dokumente/am/pbz/Beispiel4.pdf
https://ronaldbalestra.ch/dokumente/am/pbz/Aufgabe12.pdf
https://ronaldbalestra.ch/dokumente/am/pbz/Beispiel5.pdf
https://ronaldbalestra.ch/dokumente/am/pbz/Aufgabe13.pdf

8 Meine Zusammenfassung
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9 Priifung vom 14. Dezember 2021

M6e AM: Mathematikpriifung (14. Dez. 2021)  (45min)

PBZ

Hilfsmittel: 1 A4-Seite Zusammenfassung & kein TR

1. (6) Bestimme den Flicheninhalt zwischen dem Graphen von f und der z-
Achse iiber [6, 10].

2. (2) Berechne & vereinfache soweit wie moglich:

1 1

/‘m‘“%d

—_— ax
22 —\2x+1

3. (2) Beweise: /A- 12 dJ;:A»C<arctanz+B
(1+B) +1 C

4. (2) Leite die Stammfunktion her fiir
/ 3z + 3b d
- dz
2?2 4 2bx + ¢

5. (1) Erkldre, warum bei einer vollstéindigen Partialbruchzerlegung in R keine
polynomialen Faktoren vom Grad > 3 entstehen konnen.

33



	Überblick & Ziel
	Grundlagen & Vorkenntnisse
	Die Partialbruchzerlegung
	Die Bestimmungen der notwendigen Stammfunktionen  …
	 q xn + A(x-xi)m  dx  
	  Bx+C(x2+2bx+c)r dx  

	Beispiele
	 x4+2x(x2-1)  dx  
	 4x2+9x-4x3-5x2+8x-4  dx  
	 …(x+1)(x-2)3(x2+x+1)(x2+2x+3)2 x4  dx  
	 2x3+5x2+2x+3x3+2x2+x+1  dx  
	 11+x4  dx  

	Die Lösungen zu den Beispielen
	Die SchülerInnenbeiträge
	Meine Zusammenfassung
	Prüfung vom 14. Dezember 2021

