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2 Affine Funktionen

In diesem Kapitel wirst du einen speziellen Funktionstyp kennenlernen:
Die affine Funktion.

Die Funktionsgleichung und der zugehorige Graph sind von einer sehr einfa-
chen Form und somit auch mathematisch leicht zu handhaben.
In der folgenden FEinfiihrung sollst du mit Hilfe eines Leitprogramms die wichtig-
sten Eigenschaften dieses Funktionstyps selbsténdig erarbeiten. Die anschlies-
senden Abschnitte ”Die gegenseitige Lage von Graphen affiner Funktionen” und
” Anwendungen” werden wir dann wieder gemeinsam besprechen.

2.1 Einfiihrung - ein Leitprogramm

Das Lernziel dieser Einfiihrung ist, dass du den affinen Funktionstyp kennen
lernst. Das heisst, dass du am Ende dieser Einfiihrung seine charakteristischen
Eigenschaften kennst, mit der zugehorigen Funktionsgleichung umgehen kannst
und in der Lage bist, einige Standardaufgaben selbstéindig zu 16sen.

Diese Einfiihrung ist als ein Leitprogramm aufgebaut. Das heisst, dass du mit
Hilfe des vorliegenden Skriptes dieses Kapitel selbstéindig durcharbeiten kannst.
Die Voraussetzungen sind, dass du das im Unterricht besprochene 1. Kapitel
zum Thema Funktionen, Funktionen(Grundlagen), kennst und den Willen zum
selbstéindigen Arbeiten hast.

Da fiir die FMS-Version diese Kenntnisse nur bedingt vorausgesetzt werden
konnen, werden von mir notwendige Begriffe und Sachverhalte an geeigneten
Stellen zur Ergénzung eingefiihrt.

Lese den folgenden Text nun in aller Ruhe durch und bearbeite die jeweiligen
Aufgaben. Verwende dazu auch das Skript Funktionen(Grundlagen). Durch das
Losen der Aufgaben kannst du selbst {iberpriifen, ob du den im Text dargestell-
ten Stoff verstanden hast. Damit du sicher sein kannst, dass du richtig liegst,
sind die Losungen am Ende des Kapitels aufgefiihrt.

Solltest du auf Probleme stossen, versuche diese zuerst selbst zu 16sen. Vielleicht
konnen dir auch deine SchulkollegInnen helfen. Falls du wirklich nicht mehr wei-
ter weisst, kannst du dich auch an mich wenden.

Wenn du das Kapitel ganz durchgearbeitet hast, folgt noch ein Kapiteltest.
Mit diesem Test wollen wir iiberpriifen, ob du den Stoff verstanden hast und du
fit genug fiir die weiteren Kapitel bist.

(Der Test ist nicht zeugnisrelevant!)
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Die Ergénzungen zur FMS-Version beinhalten die folgenden Begriffe:

e Erginzungen A:

Die Funktion & die wichtigsten Begriffe umfasst

— die Definition einer Funktion,
(mit den Begriffen Definitions- & Wertebereich),

— die Begriffe Argument, Variable & Funktionswert,
— die Funktionsgleichung und -vorschrift,
— den Begriff der Abhéngigkeit.

o FErginzungen B:

Die Darstellung von Funktionen umfasst

— die Wertetabelle,
— die Graphische Darstellung in einem Koordinatensystem,
— FEinsatz von EXCEL.

o Erginzungen C:

Ein Punkt auf dem Graphen umfasst

— den Zusammenhang zwischen der z- und der y-Koordinate eines
Punkten auf dem Graphen von f.

e FErginzungen D:

Der Begriff der Steigung umfasst

— die Definition der Steigung,
— die Einfiihrung von Az und Ay.
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Ergénzungen A: Die Funktion & die wichtigsten Begriffe

Zur Uebung: Verwende Analysis-Aufgaben: Funktionen(Grundlagen) 2
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Wir beginnen nun mit dem eigentlichen Leitprogramm und gleich mit der Defini-
tion einer affinen Funktion:

Def.: Eine Funktion f:D(f) CR— W(f) CR heisst affin :&
Die zugehorige Funktionsgleichung ist von der folgenden Form:
f(x)=ax+b mita,beR.

Bemerkungen : e Eine affine Funktion ist insbesondere auch ei-
ne Funktion und somit nur eine ............ ,
die ............... aus dem Definitionsbereich

..................... aus dem Wertebereich zu-
ordnet.

e Die Variable ist (wie meistens) = und steht stell-
vertretend fiir .......... .. .. .o L .
f(z) ist somit ......... von .

e a und bsind sog. Parameter. Das sind feste Grossen
in einer Gleichung. Deren Einfluss auf die Funk-
tionsgleichung einer affinen Funktion wirst du im
weiteren Verlauf dieser Einfiihrung selber untersu-
chen.

Die folgenden Beispiele sollen dir helfen eine affine Funktion als eine solche zu
erkennen:

Beispiele : 1. g(xz) = 2z + 1 ist eine affine Funktion mit den Pa-
rametern a =2 und b= 1.
Die Abhdngigkeit der Funktion von der Variablen x
zeigt sich darin, dass du je nach Wahl eines zuléssi-
gen Argumentes aus dem Definitionsbereich einen
anderen Funktionswert erhalten kannst:

e g(2) =5.
Der Funktionswert ist 5 und héngt von der
Wahl des Argumentes x = 2 ab.

e g(—5)=-9.
Der Funktionswert ist -9 und héngt von der
Wahl des Argumentes x = —5 ab.
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Beispiele :

e g4)= ....

Der Funktionswert ist ... und hdngt von der
Wahl des Argumentes x = 4 ab.
e g(...)=13.

Der Funktionswert ist 13.
Um diesen Wert zu erhalten musst du als Ar-
gument r = ... wéhlen.

. h(x) = =5z + 0.5 ist eine affine Funktion mit den

Parametern a = —5 und b = 0.5.

. 1(t) =t — 1 ist eine affine Funktion mit den Para-

metern ¢ = 1 und b = —1.

In diesem Beispiel haben wir stellvertretend fiir al-
le zuléssigen Argumente die Variable ¢t gewihlt.
Beachte, dass wir als Variable jeden Kleinbuchsta-
ben verwenden kénnen, diesen jedoch in der Funk-
tionsgleichung klar definieren miissen:

(a) a(z) ; der Name der Funktion ist a und die
Variable ist z.

(b) b(r) ; der Name der Funktion ist b und die
Variable ist r.

(c) Otto(e?) ; der Name der Funktion ist Otto
und die Variable ist e*.

. j(x) = 3z ist eine affine Funktion mit den Parame-

tern a = 3 und b = 0.
In diesem Beispiel haben wir wieder (wie meistens)
die Variable x gewé&hlt.

. k(x) = 2% +1 ist keine affine Funktion, da die Va-

riable, im Widerspruch zur Definition, in der zwei-
ten Potenz vorkommt.

. I(2) = 5z — 32° ist keine affine Funktion, und dies

nicht, weil wir als Variable nicht x verwendet ha-
ben, sondern weil die Variable, im Widerspruch zur
Definition, in einer hoheren als der ersten Potenz
vorkommt.

. m(h) =5 ist eine affine Funktion mit dem Namen

m, der Variablen h und den Parametern a = 0 und
b=>5.

28



Wir wollen in den folgenden Aufgaben iiberpriifen ob du eine affine Funktionsglei-
chung erkennen und die Parameter richtig zuordnen kannst:

Aufgabe 1: Entscheide bei den folgenden Funktionsgleichungen ob
diese affin sind und bestimme die Parameter a und b:

1. a(z) =Tz +2

Aufgabe 2: Bestimme eine Funktionsgleichung, welche die geforder-
ten Bedingungen jeweils erfiillt:
1. Der Name der affinen Funktion ist g.

2. Der Name der affinen Funktion ist A und die Pa-
rameter sind a = 3 und b = —11.

3. Der Name der affinen Funktion ist ¢, die Variable
ist z und die Parameter sind ¢ = —5 und b = 0.

4. Die zugehorige Funktionsvorschrift ist:

tvht +6.
5. k ist eine von [ abhéngige affine Funktion.

6. [ ist eine von k abhéngige nicht-affine Funktion.
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Ergénzungen B: Die Darstellung von Funktionen

Zur Uebung: Verwende Analysis-Aufgaben: Funktionen(Grundlagen) 5
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Bevor wir den Einfluss der Parameter a und b auf eine affine Funktion untersuchen,
fithren wir noch zwei wichtige Notationen ein:

Def.: Sei f(z) = ax + b eine affine Funktion.
a heisst der lineare Koeffizient der affinen Funktion f.
b heisst das konstante Glied der affinen Funktion f.

Wir werden unsere Untersuchungen an den Graphen folgender affiner Funktionen
durchfiihren:

Ergénze zuerst die folgende Wertetabelle

-5 -3 -1 1 3
g(z) =2x+1

h(z) =2z +3

i(z) = =3z

jlx)=—xz+25

k(z) = 0.5z — 2

und stelle die Funktionen graphisch dar:
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Ausgehend von der graphischen Darstellung wollen wir die folgenden drei Punkte
festhalten:

1.

2.

Der Graph einer affinen Funktion ist eine Gerade.

Der lineare Koeffizient einer affinen Funktion bestimmt das Steigungsverhalten
des zugehorigen Graphen.

Aus der graphischen Darstellung der Funktionen ldsst sich erkennen, dass bei
positivem a der Graph steigt; je grosser desto steiler steigend und
bei negativem a der Graph fallt; je kleiner desto steiler fallend.

Das konstante Glied einer affinen Funktion ist gleich dem Achsenabschnitt.

Aus der graphischen Darstellung der Funktionen ldsst sich erkennen, dass in
jedem Beispiel der Achsenabschnitt dem Wert des Paramteres b entspricht.

Wir wollen die obigen Feststellungen noch etwas genauer betrachten und beginnen
mit dem 3. Punkt:

Aus der bisherigen Theorie iiber Funktionen wissen wir, dass der Achsenabschnitt
einer Funktion definiert ist als der Funktionswert an der Stelle 0.

Der Achsenabschnitt der Funktion g ist somit, auf Grund dieser Definition, gleich
g(0)=2-0+1=1.
Was mit der graphischen Darstellung iibereinstimmt.

Der Achsenabschnitt der Funktion h ist gleich h(0) =2-0—3 = —3.
Was ebenfalls mit der graphischen Darstellung tibereinstimmt.

Der Achsenabschnitt von ¢ ist gleich i(0) = —3-0 = 0.
Der Achsenabschnitt von j ist gleich 7(0) = ...... .
Der Achsenabschnitt von k ist gleich ............ .

Dies gilt auch fiir eine beliebige affine Funktion f(z) = az + b:
Der Achsenabschnitt ist gleich f(0) =a-0+b=b.

Wir kénnen somit allgemein festhalten:

Das konstante Glied einer affinen Funktion ist immer gleich dem Achsenabschmnitt.
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Ergidnzungen C: Ein Punkt auf dem Graphen
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Wir wollen uns jetzt mit dem 1. Punkt beschéftigen:

Aus der Geometrie wissen wir, dass eine Gerade durch zwei Punkte eindeutig be-
stimmt wird. Fiir uns hat das zur Folge, dass wir fiir die néchste graphische Darstellung
einer affinen Funktion nur noch eine Wertetabelle mit zwei Argumenten und die da-
zugehorigen Funktionswerte benotigen.

Umgekehrt miissen wir auch, falls der Graph jeder affinen Funktion wirklich eine Ge-
rade ist, die Funktionsgleichung einer affinen Funktion eindeutig bestimmen koénnen,
wenn wir zwei Punkte aus dem zugehorigen Graphen kennen.

Das dies der Fall ist, wollen wir an der folgenden Standardaufgabe zeigen:

Bestimme die Funktionsgleichung einer affinen Funktion, deren Graphen
durch die Punkte A = (2/3) und B = (—2/1) geht.

(Das heisst, wir miissen fiir eine Funktionsgleichung der Form f(x) =
az + b die Parameter a und b bestimmen.)

Diese Aufgabe 16sen wir mit Hilfe der mengentheoretischen Betrachtung des Graphen
einer Funktion.

Zur Erinnerung:

Def.: Sei f: R — R eine Funktion.
Dann gilt: graph(f) :={ ...

Diese Definition bedeutet, dass fiir jeden Punkt P auf dem Graphen einer Funk-
tion f die y-Koordinate von P gleich dem Funktionswert von f an der Stelle der
z-Koordinate ist.

Beispiele : 8. Seig(z) =z
Dann gilt: A = (2/4) € graph(g) , denn g(2) =4

B =(-3/9) € graph(g) , denn g(—3) =

C = (6/49) & graph(g) , denn g(6) # 9

(
9. Sei h(z) =12z —8
Dann gilt: D = (—2/y) liegt auf dem Graphen von h,
< y=—32; denn h(—2) = —32.
E=(z /O) hegt auf dem Graphen von h,
& w=2;denn h(2) =
F=(0 / y) liegt nie auf dem Graphen von h,

& y # —8 ; denn damit F' auf dem Graphen von
h liegt miisste y = h(0) = —8 sein.

34



Zuriick zur Standardaufgabe:

Wir wollen die gesuchte Funktion f nennen.
Von der zugehorigen Funktionsgleichung kennen wir die Form:

f@)=az+b),

da die Funktion affin ist .

Wir miissen also nur noch die Parameter a und b bestimmen. Um diese zwei
Grossen eindeutig bestimmen zu kénnen, brauchen wir zwei unabhingige Gleichun-
gen, welche wir im Folgenden herleiten werden.

Wir wissen: o A= (2/3) e graph(f) <& f(2)=3
e fistaffin < f(z)=azx+b

Zusammengefiigt folgt daraus die Gleichung:

f@=a-2+b%3

o B=(-2/1) € graph(f) & f(-2)=1
e fistaffin < f(z)=azx+0b

Zusammengefiigt folgt daraus die Gleichung:
fe2)=a-(-2)+b 21
Wir haben somit fiir die zwei unbekannten Parameter a und b die zwei Gleichun-

gen (1) und (2) erhalten. Ein Gleichungssystem, welches wir durch Gleichsetzen oder
Einsetzen 16sen konnen.

Wir wollen diese Losungsverfahren auf der folgenden Seite kurz besprechen.
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Gleichsetzen  bedeutet, dass wir beide Gleichungen nach der gleichen
Unbekannten auflésen

(1)eb=3-2a

2)eb=1+2a
und anschliessend gleichsetzen:

3—2a=1+42a

Wir haben somit ein Gleichungssystem, bestehend aus
zwei Gleichungen und zwei Unbekannten auf eine fiir uns
I6sbare Gleichung mit nur noch einer Unbekannten redu-

ziert.
3—2a = 1+ 2a
3—1 = 2a+2a
2 = da
a = 0.5

b erhalten wir, in dem wir @ = 0.5 in der Gleichung (1)
oder (2) einsetzen: = b =2

Einsetzen bedeutet, dass wir eine Gleichung nach einer Unbekann-
ten auflésen
(1)eb=3-2a

und diese in der zweiten Gleichung einsetzen:
—2-a+(3-2a)=1

Wir haben auch mit diesem Verfahren unser Gleichungs-
system, bestehend aus zwei Gleichungen und zwei Unbe-
kannten auf eine fiir uns lésbare Gleichung mit nur noch
einer Unbekannten reduziert.

—2a4+3—2a = 1
—4a = =2
a = 0,5

b erhalten wir, in dem wir @ = 0.5 in der Gleichung (1)
einsetzen: = b = 2

Die Losung der Standardaufgabe ist f(z) = 0.5z + 2.
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Wir wollen dieses Resultat graphisch iiberpriifen:

e Erstelle eine Wertetabelle fiir f(z) = 0.5z + 2.

o Stelle den Graphen von f und die Punkte A und B im folgenden Koordinaten-
system dar.

Wie viele Argumente/Funktionswerte hast du fiir die Wertetabelle benéstigt? . ..

Warum so viele? ...

Noch zwei Bemerkungen zum Gleichsetzen und Finsetzen :

1. Beim Gleichsetzen konnen beide Gleichungen auch nach a aufgelést und ansch-
liessend gleichgesetzt werden.

2. Beim Einsetzen kénnen wir auch eine Gleichung nach a auflésen und in der
anderen Gleichung einsetzen.

37



1. Lose die folgenden Gleichungssysteme:

(a) 5x+3y = 19
20 —4y = -8

b)) 2r+7 =t
2t—4 = r—+10

2. Bestimme die Funktionsgleichung einer affinen
Funktion g, dessen Graphen durch die Punkte A =
(=2/3) und B = (1/0) geht und bestimme, welche
der folgenden Punkte C' = (0/0), D = (0/1) oder
E = (—1/1) auf dem Graphen von g liegen.
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Ergianzungen D: Der Begriff der Steigung
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Wir wollen uns jetzt mit dem 2. Punkt und dem Zusammenhang von linearem
Koeffizienten und Steigungsverhalten einer affinen Funktion beschéftigen:

Wenn wir beim Wandern oder Fahrradfahren von einer Steigung sprechen, dann
interessiert uns wie viele Hohenmeter (vertikal) wir auf wie vielen Metern (horizontal)
zuriicklegen und wenn wir die durchschnittliche Steigung am Albula mit derjenigen
am Fliiela vergleichen wollen, so fithrt uns das auf die uns bekannten %-Angaben, wie
z.B. 7,8 % Steigung, was nichts anderes bedeutet, als das wir eine Hohe von 7,8m
(vertikal) auf einer Strecke von 100m (horizontal) zuriicklegen.

Das Verhéltnis von vertikaler zu horizontaler Strecke verwenden wir auch in der Mathe-
matik zur Definition der Steigung einer Geraden zwischen zwei Punkten. Wir werden
diese Definition mit den folgenden Beispielen einfiihren:

Beispiele :

10. f(z) = 0.5z

5 4 3 2

graph(f)

6
5
4
3
2
1
)
-1
2
3

11. f(z)=2x-2

C=(4/6)

B=(2/2)

5 4 3 2 4 3 4 5 6 7 8

graph(f)

Die Steigung der Geraden zwischen
dem Ursprung und dem Punkt A =
(6/3) ist gleich 2 = 0.5.

Auf einer Strecke von 3 Einheiten
(vertikal in y-Richtung) wird eine
Strecke von 6 Einheiten (horizontal
in z-Richtung) zuriickgelegt.

Die Steigung der Geraden zwischen
den Punkten B = (2/2) und C =
(4/6) ist gleich 5 = 2.

Auf einer Strecke von 4 Einheiten
(vertikal in y-Richtung) wird eine
Strecke von 2 Einheiten (horizontal
in z-Richtung) zuriickgelegt.

Beachte, dass die zuriickgelegte Strecke in y-Richtung gleich der Differenz der
y-Koordinaten und die zuriickgelegte Strecke in z-Richtung gleich der Differenz der

x-Koordinaten der entsprechenden Punkte ist.
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Wir fithren noch die folgenden Schreibweisen ein:

Az =

Ay =

Beispiele :

12, f(z)==2+0.5

graph(f)

5 4 3 2 4

Differenz der z-Koordinaten

Differenz der y-Koordinaten

Die Steigung der Geraden zwischen den
Punkten D = (—3.5/—3) und E = (5/5.5)
ist gleich % = % =1.

Fiir die Differenz der y-Koordinaten gilt:
Ay=yg —yp =55—(-3)=8.5
Fiir die Differenz der z-Koordinaten gilt:
Ar =z —xp=5—(-3.5) =85

Auf einer Strecke von 1 Einheit in y-
Richtung wird eine Strecke von 1 Einheit
in z-Richtung zuriickgelegt.

Die Steigung der Geraden zwischen den
Punkten F = (—4/6) und G = (8/ — 2) ist
gleich I—QB ==2

5 -

Fiir die Differenz der y-Koordinaten gilt:
Ay=yc —yr=(-2)—6=-8

Fiir die Differenz der z-Koordinaten gilt:

Arx=zg—zp=8—(—-4)=12

Auf einer Strecke von -2 Einheiten in y-
Richtung wird eine Strecke von 3 Einheiten
in z-Richtung zuriickgelegt.
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Wir kénnen die Steigung im letzten Beispiel auch folgendermassen ausdriicken:

e Auf einer Strecke von 2 Einheiten in y-Richtung wird eine Strecke von -3 Ein-
heiten in z-Richtung zuriickgelegt, oder

e Auf einer Strecke von 3 Einheiten in z-Richtung wird eine Strecke von -2 Ein-
heiten in y-Richtung zuriickgelegt oder

e Auf einer Strecke von -3 Einheiten in z-Richtung wird eine Strecke von 2 Ein-
heiten in y-Richtung zuriickgelegt.

Entscheidend fiir die Steigung ist, dass der Wert des Bruches 2—5 gleich bleibt.

Analog lassen sich auch die Steigungen der vorherigen Beispiele anders ausdriicken:

12. Bsp. Auf einer Strecke von 1 Einheit in z-Richtung wird eine Strecke von 1 Einheit
in y-Richtung zuriickgelegt.

11. Bsp. Auf einer Strecke von 2 Einheiten in z-Richtung wird eine Strecke von 4 Ein-
heiten in y-Richtung wird zuriickgelegt.

10. Bsp. Auf einer Strecke von ... Einheiten in z-Richtung wird eine Strecke von
Einheiten in y-Richtung wird zuriickgelegt.

Beispiele :

14. fz)=-3z-1 Die Steigung der Geraden zwischen den
Punkten H = (3/ —2) und I = (9/ — 4)
ist gleich %2 = %1

Fiir die Differenz der y-Koordinaten gilt:

4o 1 2 3 4 5 & 7 8 9

Ay=yr—yn = (—4) — (-2) = -2

Fiir die Differenz der z-Koordinaten gilt:

1=(9/-4)

Ar =21 —z2zg=9-3=6

Auf einer Strecke von -1 Einheit in y-Richtung wird eine Strecke von 3 Einheiten
in z-Richtung zuriickgelegt.

Oder :

Auf einer Strecke von 1 Einheit in y-Richtung wird eine Strecke von -3 Einheiten
in z-Richtung zuriickgelegt.

Oder:
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Dieser Quotient aus den Differenzen der - und y-Koordinaten werden wir nun zur
Definition der Steigung einer Geraden verwenden:

A
Def.: Die Steigung einer Geraden ist definiert als o

Az

Wobei e Ay die Differenz der y-Koordinaten zweier beliebiger
Punkte auf der Geraden ist.

e Az die Differenz der z-Koordinaten zweier beliebiger
Punkte auf der Geraden ist.

. % der sog. Differenzenquotient ist.

Um die Steigung der nebenstehen- flx)=3z+2
den Geraden zu bestimmen, wihle

ich zwei beliebige Punkte auf der

Geraden, z.B.: A und B.

h(#)
graph® D=(5/4.5)

Die Steigung ist dann:

Ay _ 1-(=1)

Az T (- (=6 07

Oder wir wihlen die Punkte D und B.

Die Steigung ist dann: % = 54;?:% =0,5.

Auch alle anderen Kombinationen von gewéhlten Punkten auf der Geraden erge-
ben die gleiche Steigung.

Die Wahl der verwendeten Punkte ist frei. Zu beachten gilt nur, dass die Reihen-
folge beibehalten wird:

Ay _ya—ys _yYys—ya ,Ya—ys
Ar xTA—Tp XIB—TA TB—Ta

Wenn wir im Z#&hler mit den Koordinaten des Puntes A beginnen, miissen wir auch
im Nenner mit den Koordinaten des gleichen Punktes A beginnen.

Fiir eine weitere Veranschaulichung der Steigung einer Geraden empfehle ich dir
den Besuch der folgenden Internetseite:

www.zum.de/dwu/depotan/aml f103.htm
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Mit der folgenden Aufgabe wollen wir iiberpriifen, ob du die Steigung einer Geraden

nun selbststdndig bestimmen kannst.

Aufgabe 4:

S$=(2.2/4.5)

6 -4 -2 7/ 2 4 6
2|/ graph(b)

graph(a)

1. Bestimme die Steigungen der Geraden a und b in der obigen graphischen Dar-

stellung.

2. Welche der folgenden Aussagen ist wahr:

(a) S € graph(a)
(b) S € graph(b)
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Wir wissen nun,

e wie die Steigung einer Geraden zu bestimmen ist,

e dass der Graph einer affinen Funktion eine Gerade ist,

e dass der lineare Koeffizient einer affinen Funktion einen Einfluss auf die Steigung

des zugehorigen Graphen hat.

Wenn wir die Losung der Standardaufgabe (siehe p.30;32)

f(x) =0,52+2

mit dem zugehorigen Graphen vergleichen

B=(-2/1,
araph() 271

A=(2/3)

fallt ein Zusammenhang auf zwischen der Steigung der Geraden und dem linearen

Koeffizienten der zugehorigen affinen Funktion:

e Der lineare Koeffizient ist a = 0,5 = %

e Auf einer Strecke von 1 Einheit in y-Richtung wird eine Strecke von 2 Einheiten

in z-Richtung zuriickgelegt.
= Die Steigung ist gleich %
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In unserem Standartbeispiel hat der lineare Koeffizient nicht nur einen Einfluss
auf die Steigung, er hat sogar den gleichen Wert wie die Steigung der zugehorigen
Geraden.

Bei unseren Beispielen auf Seite 28 kannst du diese Ubereinstimmung des linearen
Koeffizienten mit der Steigung des zugehorigen Graphen ebenfalls feststellen.

Damit wir sicher sein kénnen, dass diese Ubereinstimmung kein Zufall ist oder nur
bei geschickt gew#hlten Beispielen zutrifft, wollen wir abschliessend noch ganz allge-
mein herleiten, dass sich der lineare Koeffizient als ein Differenzenquotient darstellen
ldsst und somit der Steigung des zugehorigen Graphen entspricht.

Mit ganz allgemein ist gemeint, dass wir uns von Zahlenbeispielen 16sen wollen
und der Graph einer affinen Funktion f(z) = ax + b durch zwei beliebige Punkte
A= (za/ya) und B = (zp/yp) gehen soll.

Die Koordinanten der Punkte A und B (za,ya,zr und yg) sollen dabei beliebige
Werte aus R annehmen kénnen: xa,ya,zp,ys € R

y

A=(x41y,)

graph(f)

Auch in einer so verallgemeinerten Situation kénnen wir den linearen Koeffizienten
a der Funktionsgleichung f(x) = az + b mit Gleich- oder Finsetzungsver fahren
bestimmen:
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Wir wissen:

Der lineare Koeffizient ldsst sich somit auch ganz allgemein als Differenzenquoti-
ent darstellen, was, entsprechenden unserer Definition auf Seite 38, die Steigung der

Geraden ist.

o A= (za/ya) € graph(f) <<  f(za)=ya
e fistaffin < f(z)=az+b

Zusammengefiigt folgt daraus die Gleichung:
fl@a) =a-za+b=ya
und nach b aufgelost folgt:

b(é)yA—a-xA

* B=(zg/ys) € graph(f) < [flzs)=ys
o fistaffin < f(z)=az+b

Zusammengefiigt folgt daraus die Gleichung:
fl@p)=a-zp+b=ys
und nach b aufgelost folgt:
b (i) YB — G- ITB
Durch Gleichsetzen von (1) und (2) erhalten wir:
YA —a-TA = YB—a-ITB
und nach a aufgelost:

a-Tp—a-TAa = YB—Ya

a-(xp—z4) YB — YA
ys —ya _ Ay

a = = —=
I —TA Ax
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Abschliessend konnen wir von einer affinen Funktion die folgenden Eigenschaften
zusammenfassen:

e Die Funktionsgleichung einer affinen Funktion ist von folgender Form:
flx)=azx+b, mita,beR

e Der zugehorige Graph ist eine Gerade und durch zwei Punkte eindeutig be-
stimmt. Somit lasst sich auch die Funktionsgleichung eindeutig bestimmen, wenn
wir zwei Punkte des Graphen kennen.

e ¢ ist der lineare Koeffizient und entspricht der Steigung des zugehorigen Gra-
phen.

e b ist das konstante Glied und entspricht dem Achsenabschnitt des zugehorigen
Graphen.

Da der Graph einer affinen Funktion eine Gerade ist und die Funktionswerte f(z)
auf der y-Achse abgetragen wird, wird eine Gleichung der Form

y=ar+b

eine Geradengleichung genannt.

Ausgehend von den uns nun bekannten und gesicherten Eigenschaften konnen wir
den Graphen einer affinen Funktion ohne das vorherige Erstellen einer Wertetabelle in
einem Kooridnatensystem darstellen.

Beispiel 16:  f(z) =2z — 1

e Wir beginnen mit dem Einzeichnen
des Achsenabschnittes:
Achsenabschnitt = -1,

e verwenden nun das Steigungsverhal-
ten:
Steigung = 2,
d.h.: auf einer Strecke von 2 Ein-
heiten in y-Richtung legen wir eine
Strecke von 1 Einheit in z-Richtung
zuriick g1

e und erhalten so zwei Elemente
(Punkte) des Graphen, welcher wir -2
jetzt einzeichnen kénnen.

Beispiel 17: g(x) = —5z+6
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e Wir beginnen wieder mit dem Ein-
zeichnen des Achsenabschnittes:
Achsenabschnitt = 6 8

e und verwenden nun das Steigungs-
verhalten:
Steigung = — 1,
auf einer Strecke von -4 Einhei-
ten in y-Richtung legen wir ei-
ne Strecke von 3 Einheiten in -
Richtung zuriick,
oder
auf einer Strecke von 4 Einhei-
ten in y-Richtung legen wir ei-
ne Strecke von -3 Einheiten in -
Richtung zuriick,
oder ... .

Aufgabe 5: Stelle die folgenden Funktionen im nebenstehenden Ko-
ordinatensystem graphisch dar:

1. g(z) = bz — 12

10y
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2. h(z) =—-2,52 -3
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Losungen:

p-27 Bemerkungen :

p-28 Beispiele :

p.-29 Aufgabe 1:

Aufgabe 2:

e

e Eine affine Funktion ist insbesondere auch eine
Funktion und somit nur eine Vorschrift , die je-
dem Element aus dem Definitionsbereich genau
ein Element aus dem Wertebereich zuordnet.

e Die Variable ist (wie meistens) = und steht stell-
vertretend fiir alle zuldssigen Argumente .
f(x) ist somit abhéngig von z.

° g(4)=9.
Der Funktionswert ist 9 und hingt von der
Wahl des Argumentes x = 4 ab.

e g(6) =13.
Der Funktionswert ist 13. Um diesen Wert

zu erhalten musst du als Argument x = 6
wahlen.

a(r) ist eine affine Funktion mit a = 7 und b = 2.
b(s

)
c(t) ist eine affine Funktion mit ¢ = 0 und b = 3.

ist eine affine Funktion mit a = —4 und b = 0.

d(x) ist eine affine Funktion mit a = 3 und b = 2.

(
(

¢) ist keine affine Funktion.

f(x) ist eine affine Funktion mit a =0 und b = ¢

z.B.: g(z) =z + 3.
z.B.: h(z) = 3z — 11.
i(z) = —bz.

jt) =t+6.

z.B.: k(l) =51+ 12.

ol



p-31 Wertetabelle:

-5 -3 -1 1 3
g(z) || -9 -5 -1 3 7
ha) | 13| -9 | =5 | -1 | 3
i) || 15| 9 | 3 | 3] -9

j@) || 75 | 55 | 35 | 1.5 | —0.5

k(z) || —45 | =35 | =25 | —1.5 | —0.5

Graphische Darstellung:

graph(i)

garph(k)

graph(j)

p.-32 e Der Achsenabschnitt von j ist gleich j(0) = (-=1) -0+ 2,5 = 2,5.
e Der Achsenabschnitt von k ist gleich k(0) =0,5-0 — 2 = —2.
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p-37 Graphische Darstellung;:

5 A=(2/3)

Wie viele Argumente/Funktionswerte hast du fiir die Wertetabelle benstigt? 2.
Warum so viele? Eine Gerade ist durch zwei Punkte bestimmt.

p-38 Aufgabe 3: 1.(a) z.B: mit Gleichsetzen:

5c+3y = 19
5 = 19-3y
n 19-3y
YT s
20 —4y = =8
20 = 4y -8
2 4y-—38
T T
Zusammengestzt folgt:
19-3y  4y-—8
5 B 2
2-(19-3y) = 5-(4dy—28)
38 -6y = 20y—40
78 = 26y
y = 3
Fiir z folgt: x = % =2.

93



Aufgabe 3:  1.(b) z.B.: mit Finsetzen:
1. Gleichung in der 2. Gleichung eingesetzt liefert:

2-2r+7) -4 = r+10
dr+14—-4 = r+10
r = r
3r = 0
r = 0

und fiir ¢ folgt: t=2-04+7=717.

2. o A=(-2/3) € graph(g) < g(-2)=3
e gistaffin < g(z)=ax+b
Zusammengefiigt folgt daraus die Gleichung:
9(=2)=a-(-2)+b=3
und nach b aufgelost folgt:
b Y342
e B=(1/0) € graph(g) < ¢(1)=0
e gistaffin < g(x)=ax+b
Zusammengefiigt folgt daraus die Gleichung:
g1)=a-14b=0
und nach b aufgelost folgt:
b2
Durch Gleichsetzen von (1) und (2) erhalten wir:

34+2a = -—a

a = -1
und fiir b erhalten wir: b =1

Die gesuchte Funktionsgleichung lautet: g(z) = —z +1

C & graph(g).

9(0) =1= D € graph(g).

g(=1) =2= E ¢ graph(g)
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p-42 10. Bsp. Auf einer Strecke von 6 Einheiten in z-Richtung
wird eine Strecke von 3 Einheiten in y-Richtung
zuriickgelegt.

Beispiel :

p-44 Aufgabe 4:

p-49,50 Aufgabe 5:

14. Oder:

Auf einer Strecke von 3 Einheiten in
z-Richtung wird eine Strecke von -1
Einheit in y-Richtung zuriickgelegt.
Oder:

Auf einer Strecke von -3 Einheiten in
z-Richtung wird eine Strecke von 1
Einheit in y-Richtung zuriickgelegt.

(a) Fiir die Gerade a gilt:

. _ Ay _ 0-3 _ -3
Steigung = R% = g=5 = &

Fiir die Gerade b gilt:
Steigung = % = ;:E:?;

_ 12 _
=5 =3

(b) Um diese Fragen beantworten zu kénnen, miissen wir zu-
erst die Funktionsgleichungen der Geraden a und b be-
stimmen:

e Von der Geraden a wissen wir:
i. die Funktion ist affin,
ii. die Steigung ist gleich _73,
iii. A= (4/3) € graph(a).
=a(4)=52-44b=3
=b=3-2-4=6
= a(z) = Pz +6

a(2,2) =4,35 = S ¢ graph(a).
e Von der Geraden b wissen wir:

i. die Funktion ist affin,
ii. die Steigung ist gleich 3,
iii. D= (3/7) € graph(b).

= b(3)=3-3+b=7
=b=7-3-3=-2
= b(z) =3z —2

b(2,2) =4,6 = S & graph(b).
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1.

3.

g(z) = bz — 12

i(x) = 2z
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4.

j(z) =14
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2.2 Die gegenseitige Lage affiner Funktionen

In diesem Kapitel wollen wir untersuchen, wie die Graphen affiner Funktionen zueinan-
der liegen und insbesondere diskutieren, unter welchen Bedingungen sie sich schneiden.

Das zentrale Problem wird durch die folgenden Fragen dargestellt:

e An welcher Stelle/ in welchem Punkt schneiden sich die Graphen
zweier affiner Funktionen ?

e Schneiden sich die zugehorigen Graphen iberhaupt ?

Um die obigen Fragen zu beantworten brauchen wir die folgenden Informationen:

e Aus dem vorherigen Kapitel weisst du,
dass der Graph einer affinen Funktion immer ...

e Dein Wissen iiber die Geometrie von Geraden liefert Folgendes:
Zwei Geraden sind zueinander entweder — oder

e Wenn wir nun noch die Steigung mitberiicksichtigen, kénnen wir festhalten, dass
folgendes gilt:

— Zwei Geraden sind zueinander parallel & ............ .

— Zwei Geraden schneiden sich < ............ .

e und wir kénnen auch noch festhalten, unter welcher Bedingung eine affine Funk-
tion eine Nullstelle hat:
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Wir wollen an folgenden Beispielen iiberpriifen, ob unsere Feststellungen zutreffen:

Wir betrachten die folgenden Funktionen:

f(z)=1,52+3, g(m)z%m—i—l7 h(z)=1,5z—1 i(z)=3

e Welche der obigen Funktionen schneiden sich?

e Welche der obigen Funktionen haben eine Nullstelle?

Kontrolliere deine Behauptungen in dem du die Funktionen graphisch darstellst:

und bestimme noch rechnerisch die Schnittpunkte und Nullstellen:
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Aufgaben :  Gegeben sind die folgenden Funktionen:
fl@)=—4z+2, g(@)=2c+4, h(z)=2z-4

1. Bestimme die Stelle, an welcher sich f und g
schneiden.
2. Bestimme den Schnittpunkt von g und h.

3. Bestimme die y-Koordinate des Schnittpunktes
von h und f.
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2.3 Anwendungen

2.3.1 Wo liegt der Fehler?

Im folgenden Bild haben die gleichgefarbten Flidchen den gleichen Inhalt:

Wo liegt der Fehler ?
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2.3.2 Affine Bewegungen in Abhingigkeit von der Zeit

Die Bewegung eines Fahrzeuges soll durch eine affine Funktion in Abhé#ngigkeit von
der Zeit beschrieben werden. Es bewegt sich geradlinig von Chur weg und befindet
sich nach 5min Fahrzeit 6km und nach 30min Fahrzeit 14km von Chur entfernt.

e Skizziere die Situation:

e Bestimme die Funktionsgleichung, welche die Bewegung beschreibt.

e Bestimme die Entfernung des Fahrzeuges nach

1. 15min Fahrt:
2. 40min Fahrt:
3. 1Std Fahrt:

e Nach wie vielen Minuten betrigt die Entfernung von Chur 15km ?

e In welcher Entfernung von Chur hat die Fahrt begonnen ?
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Aufgaben :  Wir betrachten die folgenden zwei affinen Flugbewegun-
gen:

o Von Ziirich nach London:

Abflug von Ziirich: 17:10

Zuriickgelegt Strecke nach 40min: 620km
o Von London nach Zirich:

Ankunft in Ziirich: 19:50

Zuriickgelegt Strecke nach 30min:

Zur Vereinfachungen nehmen wir an, dass die Fliige in
beide Richtungen gleich lange dauern und gleich lang
sind.

Die Zeitverschiebung ist aber noch zu beriicksichtigen !

1. Skizziere die Situation:

Zeit

4 2 |0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24
Ziirich London

2. Bestimme die Funktionsgleichungen beider Fliige in Abhiingigkeit der Zeit.
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3. Die folgenden Aufgaben sind zuerst rechnerisch zu 16sen und anschliessend sind
die Losungen grapisch zu iiberpriifen:

(a) Bestimme den Zeitpunkt, an welchem die Flugzeuge sich kreuzen.

(b) Wie viele Kilometer von Ziirich entfernt kreuzen sie sich?

(¢) Bestimme die Ankunftszeit in London und die Abflugzeit in London.

(d) Bestimme die Dauer des Fluges.

(e) Bestimme die Flugdistanz.
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2.3.3 Abstandsprobleme

In diesem Abschnitt besprechen wir, wie der Abstand

zwischen zwei Punkten
zwischen einem Punkt und einer Geraden und
zwischen zwei zueinander parallelen Geraden

bestimmt wird.

Dazu werden wir die folgenden Situationen ausniitzen:

e Wir arbeiten in einem kartesische Koordinatensystem, d.h. die Koordinaten-
achsen stehen senkrecht zueinander und wir konnen den Satz des
anwenden.

e Die kiirzeste Verbindung zwischen zwei Punkten ist eine Gerade und jede Gerade
konnen wir durch eine ...... Funktion darstellen.

Wir beginnen mit der folgenden Begriffserkldrung:

Def.: Der Abstand zwischen zwei Punkten A und B ist definiert als die
Lénge der kiirzesten Verbindung zwischen den Punkten A und B.
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1. Abstand Punkt - Ursprung
(a) Bestimme den Abstand zwischen dem Punkt A = (5/2) und dem Ursprung.

7y

(b) Verallgemeinerung: Bestimme den Abstand zwischen
dem Punkt A = (za/ya) und dem
Ursprung.

(c) Aufgabe: Bestimme den Abstand zwischen R = (2/—4) und
dem Ursprung.
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2. Abstand Punkt - Punkt

(a) Bestimme den Abstand zwischen den Punkten B = (4/3) und C = (—4/—
1).

7y

(b) Verallgemeinerung: Bestimme den Abstand zwischen
den Punkten B = (zp/yp) und
C = (zc/ye).

(¢) Aufgabe: Bestimme den Abstand zwischen P = (—7/2) und
Q = (22/ — 125)
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3. Abstand Punkt - Gerade

(a) Bestimme den Abstand zwischen dem Punkt D = (3/2, 5) und der Geraden
y=0,5z —1.

7y
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(b) Aufgabe: Bestimme den Abstand zwischen dem Punkt E =
(—2/3) und der Geraden y = 0,25z — 1.

7Y

6
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4. Abstand Gerade - Gerade

Da der Abstand eindeutig bestimmt werden muss, kénnen wir nur den Abstand
zwischen zwei zueinander parallelen Geraden bestimmen:

(a) Bestimme den Abstand zwischen den Geraden y; = éx 4+1 und y2 =

1
5T 1.

7Y
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(b) Aufgabe: Bestimme den Abstand zwischen den Geraden
ys =1,2x 4+ 2 und ya = 1,22 — 2.
7ly
6|

5]
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