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1 Einleitung

Differentialgleichungen sind ein wichtiges Ausdrucksmittel in der mathemati-
schen Modellbildung, mit welcher versucht wird, in der Natur stattfindende,
zeitabhängige Vorgänge zu beschreiben. Die Entwicklung des eigentlichen Mo-
dells ist bis hin zur Formulierung der Differentialgleichung weniger ein mathe-
matisches Problem, als eine Aufgabe, welche die Kenntnisse der Anwender (z.B.
Physiker, Wirtschaftswissenschafter, Biologen, . . . ) verlangt. Die Mathematik
wird im wesentlichen für die Diskussion der Differentialgleichung gebraucht, mit
dem Ziel über die Lösung der Gleichung gewünschte Informationen über den
durch die Differentialgleichung beschriebenen Vorgang zu erhalten. Der Anwen-
der wird anschliessend prüfen, inwiefern die Eigenschaften und Voraussagen des
Modells mit Erfahrungen aus der Wirklichkeit übereinstimmen.

Im Kapitel Anwendungen der Differentialgleichungen werden wir uns
durch das Aufstellen von Differentialgleichungen, welche natürliche Abläufe aus
unserer Umgebung beschreiben, und durch die Bestimmung der zugehörigen
Lösungen einen ersten Zugang zum Thema verschaffen.

Im Kapitel Begriffe & Definitionen werden wir die wichtigsten Definitio-
nen und Sprachregelungen einführen.

Im Kapitel Lösungsverfahren werden wir analytischen Verfahren, wie die
Trennung der Variablen, den Exponentialansatz und die Variation der Konstan-
ten an verschiedenen Gleichungstypen kennenlernen und geeignete Ansätze in
Abhängigkeit der Störfunktion besprechen.

Im Kapitel Anwendungen werdet ihr praktische Anwendungen aus ver-
schiedenen Bereichen bearbeiten und vorstellen.

Im Kapitel Schwingungen * werden wir uns ausführlich mit den Lösungen
einer gewöhnlichen, linearen Differentialgleichung 2.ter Ordnung mit konstanten
Koeffizienten beschäftigen.

Im Kapitel Numerische Methoden * werden wir uns mit Verfahren beschäfti-
gen, welche uns approximative Lösungen liefern und diese durch den Computer
(matlab/scilab/mathematica) bestimmen und suchen lassen.

Im Kapitel Existenz & Eindeutigkeit * werden wir den Satz von Picard-
Lindelöf besprechen, welcher sich mit der Existenz und Eindeutigkeit der Lösung
einer Differentialgleichung beschäftigt.

(*) wird in der AM behandelt.
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2 Anwendungen der Differentialgleichungen

Bevor wir uns mit den mathematisch relevanten Bereichen im Umgang mit
Differentialgleichungen beschäftigen, einige Beispiele zur Aufstellung einer Dif-
ferentialgleichung: Modellierung

2.1 Radioaktiver Zerfall

Die Modellvorstellung (Annahme), welche wir hier vornehmen ist:

. . . , dass die Anzahl ∆N der in einem kleinen Zeitraum der Länge
∆t > 0 zerfallenden Atome proportional ist zur Anzahl N(t) der zur
Zeit t vorhandenen Atome sowie zur Länge ∆t des Zeitintervalls ist.

Es gilt also:
∆N = N(t+ ∆t)−N(t) = −λN(t)∆t

λ > 0 ist eine Proportionalitätskonstante.

Diskussion & Lösung:
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Aufgaben 1 Bestimme den Zusammenhang zwischen der Halbwertszeit
und der Zerfallskonstante.

und zur Vorbereitung auf Kommendes:

Aufgaben 2 Formuliere die 3 Newton’schen Axiome.
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2.2 Bewegungsgleichung

Mit x(t) als die Funktion, welche die Höhe eines Massepunktes der Masse m
über dem Erdboden zum Zeitpunkt t angibt und dem . . . . Newton’schen Axiom
folgt, . . .

� dass für einen Massepunkt in geringer Höhe über dem Erdboden und ohne
Berücksichtigung des Luftwiderstandes folgende Differentialgleichung gilt:

ẍ(t) = −g

Diskussion & Lösung:
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� Weiter folgt, dass für einen Massepunkt in geringer Höhe über dem Erdbo-
den und mit Berücksichtigung des Luftwiderstandes, welcher proportional
zur Geschwindigkeit ist und der Beschleunigung entgegenwirkt, folgende
Differentialgleichung gilt:

Diskussion & Lösung:
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Beispiel 1 Löse das folgende AWP:

ẍ(t) = −g − αẋ(t) , x(0) = x0 , ẋ(0) = v0

6



� dass für einen Massepunkt, welcher sich nicht nahe der Erde befindet, fol-
gende Differentialgleichung gilt:

Diskussion & Lösung:
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2.3 Wachstum einer Population

Sei P (t) die Bevölkerungszahl zu einem Zeitpunkt t, dann gilt für die Änderung
der Bevölkerungszahl ∆P :

∆P = P (t+ ∆t)− P (t)

und somit für die Änderung der Bevölkerungszahl in einem Zeitintervall ∆t:

∆P

∆t
=
P (t+ ∆t)− P (t)

∆t

Wir definieren eine Wachstumsrate R(t):

R(t) :=
∆P

P (t)∆t

Unter der Annahme einer konstanten Geburtsrate b und einer konstanten
Sterberate d folgt für die Wachstumsrate R(t):

R(t) = b− d

Damit folgt für die Änderung der Bevölkerungszahl:

∆P = (b− d)P (t)∆t

Und wir erhalten:
(b− d)P (t)∆t = P (t+ ∆t)− P (t)

Der Grenzübergang ∆t→ 0 liefert uns dann folgende Differentialgleichung:

Diskussion & Lösung:
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2.4 Modellbildung

Im Folgenden wollen wir noch einige wichtige Punkte zur Modellbildung zusam-
mentragen:

zur Vertiefung und den Ausbau:

Modellieren mit Differentialgleichungen,
von M.Bucher, A. Gropengiesser

9
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Wir wollen unsere bisherigen Erfahrungen mit Differentialgleichungen zu-
sammentragen:

Differentialgleichungen sind . . .

Die Lösung einer Differentialgleichung . . .

Das Bestimmen der Lösung einer Differentialgleichung erfolgt durch . . .

Analysis-Aufgaben: Differentialgleichungen 1
(Zugehörige Lösungen)

10
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3 Begriffe & Definitionen

Bevor wir uns mit einigen Lösungsmethoden von Differentialgleichungen beschäfti-
gen werden, wollen wir nun die Differentialgleichung definieren und die notwen-
digen Notation und Charakeristiken einführen:

Def.: Eine Differentialgleichung ist eine Beziehung zwischen einer
Funktion und einigen ihrer Ableitungen

Beispiel 2 y′ = y
y2 + y′2 = c
y′′ + ω2y = 0

ut = uxx

Eine Differentialgleichung heisst

� gewöhnlich : ⇔ . . .

� partiell : ⇔ . . .

� von n-ter Ordnung : ⇔ . . .

� linear : ⇔ . . .

� explizit dargestellt : ⇔ . . .

und beachte, dass die Lösungen einer Differentialgleichung . . .

Wir werden im Folgenden die in der Physik üblichen Notationen verwenden:

�

�

�

11



4 Lösungsverfahren

In den Anwendungen haben wir die Methode der Integration zur Lösung ei-
ner Differentialgleichung schon kennengelernt und auch festgestellt, dass diese
Lösungsmethode nicht jede Differentialgleichung löst.
Wir weden im Folgenden an verschiedenen Typen von Differentialgleichungen
weitere Lösungsmethoden kennenlernen:

4.1 Explizite Differentialgleichungen 1.Ordnung;
elementar integrierbare Fälle:

Wir werden drei Typen von Differentialgleichungen und deren Lösungsmethoden
anhand von Beispielen kennenlernen:

ẋ(t) = f(t)

Beispiel 3 ẋ(t) = t3 + cos t

ẋ(t) = f(x)

Beispiel 4 ẋ(t) = −2x(t)

12



4.1.1 Die Separation/Trennung der Variablen

Bevor wir uns mit einem weiteren Typ von Differentialgleichungen befassen wer-
den, wollen wir uns noch an folgenden Beispielen mit der Frage befassen, warum
wir diese Separation der Variablen überhaupt anwenden dürfen:

Dazu wenden wir die Kettenregel auf folgende Funktion an:

x 7→ t 7→ t3

und lösen damit das folgende Beispiel:

ẋ(t) = ẋ =
1

x2

und jetzt noch in der Kurzversion:

13



Beispiel 5 ẋ = tx+ 2t

1. Löse zuerst mit Hilfe einer Substitution bei der Integration:

2. und jetzt noch in der Kurzversion:

14



Aufgaben 3 Löse unser Beispiel 4: ẋ(t) = −2x(t) durch eine Inte-
gration mit Substitution:

Ein weiterer Typ

ẋ(t) = f(x) · g(t)

den wir mit der Separation der Variablen lösen können:

Beispiel 6 ẋ(t) = ex(t) · sin t

15



Beispiel 7 ẋ = x · t

Aufgaben 4 Löse eines der letzten beiden Beipiele mit Hilfe einer Inte-
gration mit Substitution:

16



In einigen Fällen ist es möglich, eine explizite Differentialgleichung 1. Ord-
nung durch eine geeignete Substitution in eine Gleichung überzuführen, die dann
mit Hilfe der Separation der Variablen gelöst werden kann.
Dies sind z.B. Differentialgleichungen von folgendem Typ:

ẋ(t) = f(at+ bx+ c) oder ẋ(t) = f
(
x
t

)
Beispiel 8 ẋ(t) = 2t− x(t)

Analysis-Aufgaben: Differentialgleichungen 2
(Zugehörige Lösungen)
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4.2 Lineare Differentialgleichungen n-ter Ordnung
mit konstanten Koeffizienten:

Gleichungen dieses Typs führen uns auf eine wichtige Lösungsmethode für Dif-
ferentialgleichungen, den Exponentialansatz.
Zuerst aber wieder einige Begriffe:

Def.: Eine Differentialgleichung der Form

x(n)(t) + an−1 · x(n−1)(t) + . . .+ a1 · ẋ(t) + a0 · x(t) = f(t)

heisst eine lineare Differentialgleichung n-ter Ordnung mit kon-
stanten Koeffizienten.

f(t) ist die sogenannte Störfunktion und die Gleichung heisst
homogen genau dann wenn f(t) = 0 ist, und sie heisst
inhomogen genau dann wenn f(t) 6= 0 ist.

Beispiel 9 Klassifiziere die folgenden Differentialgleichungen:

ẍ+ x = 0
x(3) + 2ẋ− 3x = 2t+ sin 2t
t3ẍ− 4x = e−2t

ẋ+ x2 = 0
ẋẍ+ x = t

Bevor wir explizit auf die Lösungsmethoden eingehen, wollen wir am Beispiel
einer linearen Differentialgleichung 2. Ordnung mit konstanten Koeffizienten
einige allgemeine Eigenschaften der Lösungen besprechen.
(Diese Eigenschaften gelten auch für Gleichungen höherer Ordnung!)
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4.2.1 Der homogene Fall:

� Wenn x1(t) eine Lösung der homogenen Gleichung ist, so ist auch x(t) =
C · x1(t) eine Lösung der Gleichung. (C ∈ R)

Beweis:

� Wenn x1(t) und x2(t) Lösungen der homogenen Gleichung sind, so ist auch
die aus ihnen gebildete Linearkombination x(t) = C1 · x1(t) + C2 · x2(t)
eine Lösung der Gleichung, (C1, C2 ∈ R). (Prinzip der Superposition)

Beweis:

� Die allgemeine Lösung xH(t) der homogenen Gleichung ist eine Linear-
kombination zweier linear unabhängiger Basislösungen.

� Als Lösungsansatz für die Basislösung der homogenen Gleichung verwen-
den wir den Exponentialansatz: x(t) = eλt.
Wir werden diesen Ansatz immer zum Lösen einer linearen Differential-
gleichung mit konstanten Koeffizienten verwenden.
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Beispiel 10 Bestimme die allgemeinen Lösungen der folgenden Diffe-
rentialgleichung mit Hilfe des Exponentialansatzes:

ẍ+ 8ẋ+ 15x = 0

Aufgaben 5 Bestimme die Fundamentallösungen der folgenden homoge-
nen Differentialgleichungen:

1. ẍ+ 3ẋ+ 2x = 0

2. ẍ− 49x = 0

20



4.2.2 Eine kurze Repetition zur Linearen Unabhängigkeit

Aufgaben 6 Repteiere die notwendigen Begriffe.

Beispiel 11 Beweise die folgende Aussage:

x1(t) = C1 · eλ1t und x2(t) = C2 · eλ2t sind mit
λ1 6= λ2 ∧ C1,2 6= 0 linear unabhängig.

21



Aufgaben 7 Bringe die Determinante einer Matrix mit der Linearen
Abhängigkeit der Spalten- (Zeilen-)vektoren in Zusammen-
hang . . .

Beispiel 12 Beweise mit Hilfe der Wronski-Determinante die lineare
Unabhängigkeit von folgenden Funktionen:

sin t, cos t, et

22



Aufgaben 8 Beweise die lineare Unabhängigkeit folgender Funktionen:

� x1(t) = t und x2(t) = t2

� xi(t) = Ci · eλit, i ∈ {1, 2, 3}

23



Beispiel 13 Bestimme ebenfalls die allgemeine Lösung der folgenden
Differentialgleichung:

ẍ− 8ẋ+ 16x = 0

Wir betrachten die folgende Behauptung . . . beweisen und ergänzen:

Sei x(t) = eλt eine Lösung von ẍ + aẋ + bx = 0, dann ist auch
x̃(t) = teλt eine Lösung.

24



Aufgaben 9 Charakterisiere di folgenden Gleichungen und bestimme de-
ren allgemeine Lösung:

ẍ+ 144x = 24ẋ

3ẍ+ 18ẋ+ 27x = 0

x(5) + x(4) − 6x(3) = 0

25



Aufgaben 10 Beweise die folgende Aussage:

Sei x(t) = eλt eine Lösung von a · ẍ + b ·
ẋ + c · x = 0, mit λ als doppelte Nullstelle des
zugehörigen chararkteristischen Polynoms dann
ist auch x̃(t) = teλt Lösung.

Aufgaben 11 Verallgemeinere die obige Aussage unter Verwendung des
Begriffs der algebraischen Vielfachheit:

Analysis-Aufgaben: Differentialgleichungen 3
(Zugehörige Lösungen)
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Beispiel 14 Bestimme die allgemeinen Lösungen der folgenden Diffe-
rentialgleichung mit Hilfe des Exponentialansatzes:

ẍ− 2ẋ+ 2x = 0

4.2.3 Repetition zu den komplexen Zahlen

27



Wir wollen uns noch etwas theoretischer mit der letzten Aufgabe beschäftigen:

Seien λ1,2 = a±bı die komplex konjugierten Lösungen des charakt.
Polynoms einer gew. hom. lin. Diff.gl. 2.ter Ordnung mit konst. Ko-
eff. und der FL x(t) = C1e

(a+bı)t + C2e
(a−bı)t.

Dann gelten:

(a) Beh.: x(t) = C1e
at(cos bt+ ı sin bt) + C2e

at(cos bt− ı sin bt)

Beweis:

(b) Beh.: x̃(t) = C̃1e
at cos bt+ C̃2e

at sin bt ist auch Lösung.

Beweis:

Somit lauten die reellwertigen Lösungen unseres Beispiels:

Eine weitere Vertiefung dieses Themas findet durch eine Lernaufgabe in der
folgenden Aufgabenserie statt:

Analysis-Aufgaben: Differentialgleichungen 5
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4.2.4 Der inhomogene Fall

Um die Lösungen inhomogener Gleichungen bestimmen zu können nützen wir
den folgenden Sachverhalt aus:

Satz.: Die allgemeine Lösung einer (gewöhnlichen) linearen, inhomoge-
nen Differentialgleichung n-ter Ordnung ist von der Form

x(t) = xh(t) + xp(t) ,

wobei xh(t) die allgemeine Lösung der zugehörigen homogenen
Gleichung und xp(t) eine partikuläre Lösung der inhomogenen
Gleichung ist.
Beweis: Aufgabenserie 4
(für den Fall n = 2 und mit konst. Koeffizienten)

Das Bestimmen der allgemeinen Lösung der zugehörigen homogenen Glei-
chung sollte keine Problem mehr sein (Exponentialansatz und einige gelöste
Aufgaben . . . ). Um eine partikuläre Lösung zu finden werden wir die Methode
der Variation der Konstanten kennenlernen:

Beispiel 15 Bestimme die allgemeine Lösung der folgenden Gleichung:

ẋ− t · x = t2 − 1

29
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Beispiel 16 Bestimme die allgemeine Lösung der folgenden Gleichung:

ẍ+ 10ẋ− 24x = 12t2 + 14t+ 1

31



4.3 Störfunktionen &
ihre ’geeigneten’ Ansätze für eine partikuläre Lösung

Wir gehen von der folgenden Differentialgleichung n-ten Grades mit der Störfunk-
tion f(t) aus:

x(n)(t) + an−1 · x(n−1)(t) + . . .+ a2 · ẍ(t) + a1 · ẋ(t) + a0 · x(t) = f(t)

1. Fall f(t) = b0 + b1t+ b2t
2 + . . . bmt

m , bm 6= 0.

⇒Ansatz: xp(t) = A0 +A1t+A2t
2 + . . .+Amt

m ,
falls p(0) 6= 0.
xp(t) = tr

(
A0 +A1t+A2t

2 + . . .+Amt
m
)
,

falls 0 eine r-fache Nullstelle von p(λ) ist.

2. Fall f(t) =
(
b0 + b1t+ b2t

2 + . . . bmt
m
)
eat , bm 6= 0.

⇒Ansatz: xp(t) =
(
A0 +A1t+A2t

2 + . . .+Amt
m
)
eat ,

falls p(a) 6= 0.
xp(t) = tr

(
A0 +A1t+A2t

2 + . . .+Amt
m
)
eat ,

falls a eine r-fache Nullstelle von p(λ) ist.

3. Fall f(t) =
(
b0 + b1t+ b2t

2 + . . . bmt
m
)
·
{

cosβt
sinβt

, bm 6= 0.

⇒ Ansatz:

xp(t) =
(
A0 +A1t+A2t

2 + . . .+Amt
m
)
· cosβt +(

B0 +B1t+B2t
2 + . . .+Bmt

m
)
· sinβt,

falls p(βi) 6= 0.

xp(t) = tr
[(
A0 +A1t+A2t

2 + . . .+Amt
m
)
· cosβt

]
+

tr
[(
B0 +B1t+B2t

2 + . . .+Bmt
m
)
· sinβt

]
,

falls βi eine r-fache Nullstelle von p(λ) ist.
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4. Fall f(t) =
(
b0 + b1t+ b2t

2 + . . . bmt
m
)
eat ·

{
cosβt
sinβt

, bm 6= 0.

⇒Ansatz: xp(t) =
[(
A0 +A1t+A2t

2 + . . .+Amt
m
)
· cosβt+(

B0 +B1t+B2t
2 + . . .+Bmt

m
)
· sinβt

]
· eat,

falls p(a+ βi) 6= 0.
xp(t) = tr

[(
A0 +A1t+A2t

2 + . . .+Amt
m
)
· cosβt+(

B0 +B1t+B2t
2 + . . .+Bmt

m
)
· sinβt

]
· eat,

falls a+ βi eine r-fache Nullstelle von p(λ) ist.

Bestimme den Ansatz für eine partikuläre Lösung:

1. x(3) − 3ẋ− 2x = f(t) , mit

(a) f(t) = 5− 3t2

(b) f(t) =
(
t− 1

3 t
3
)
e−t

(c) f(t) = t2 + 2e2t

(d) f(t) = 0

33



2. ẍ− 2ẋ+ 5x = f(t)

p hat die NS: . . .

(a) f(t) = 5t2 sin t

(b) f(t) = et · cos 2t

(c) f(t) = 0

Beispiel 17 Bestimme die Lösungen für die folgende Gleichung:

y′′′ − 4y′ = x+ 3 cosx+ e−x

34



Aufgaben 12 Löse die folgende Gleichung:

y′′′ − 3y′ + 2y = 2 · sinx+ cosx

Analysis-Aufgaben: Differentialgleichungen 4
(Zugehörige Lösungen)
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4.4 Die reellwertigen Lösungen einer gewöhnlichen, linea-
ren und homogenen Differentialgleichung zweiter Ord-
nung mit konstanten Koeffizienten, deren charkteristi-
sches Polynom komplexe Wurzeln hat

Eine Lernaufgabe mit Anwendungen zu diesem Thema ist zu finder unter . . .

Analysis-Aufgaben: Differentialgleichungen 5
(Zugehörige Lösungen)
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5 Anwendungen

Die Anwendungen sind von den SchülerInnen in Gruppen selbständig zu bear-
beiten und anschliessend zu präsentieren.
Für die Bearbeitung wird den SchülerInnen Unterrichtszeit zur Verfügung ge-
stellt.
Die Präsention dauert eine Lektion und soll neben theoretischen Grundlagen
und Hintergrundwissen den Mitschülerinnen auch Zeit gegeben, Beispiele zu
den Anwendungen selber zu bearbeiten. Ebenso gehört die Abgabe eines Han-
douts und weiterer Aufgaben mit Musterlösungen dazu.

In den an- und abschliessenden zyklischen Aufgaben-Frage-Runden haben die
Gruppenmitglieder für weitere Fragen zu ihrem Thema und ihren Aufgaben zur
Verügung zu stehen.

Mögliche Themen & Quellen:

5.0.1 Anwendungen lin. Diffgleichungen 1. Ordnung

aus Boyce/DiPrima: Gewöhnliche Differentialgleichungen, Kap. 2.5

5.0.2 Bevölkerungsdynamik & verwandte Prozess

aus Boyce/DiPrima: Gewöhnliche Differentialgleichungen, Kap. 2.6

5.0.3 Verschiedene Problemstellungen der Mechanik

aus Boyce/DiPrima: Gewöhnliche Differentialgleichungen, Kap. 2.7

5.0.4 Die Reibung

aus W.Greiner: Mechanik Teil 1, Kap. 20
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5.0.5 Systeme von Differentialgleichungen *

aus U. Manz: Systeme von Differentialgleichungen

5.0.6 Kontinuierliche Populationsmodelle

aus P.Wihler: Mathematik für Biologen (UniBern)

weitere Stichworte als Einstieg für eine Anwendung:

Schwingungen,

Numerische Verfahren,

Verbreitung von Gerüchten,

selbstvergiftetes Wachstum,

Brachistochrone,

. . .
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6 Numerische Methoden*

In diesesm Abschnitt besprechen wir die folgenden Lösungsmethoden:

6.1 Reihenlösungen (von linearen Differentialgleichungen
2ter Ordnung)

Wir werden hier eine Methode zur Lösung von linearen Differentialgleichungen
mit variablen Koeffizienten kennenlernen, welche davon ausgeht, dass sich die
Lösungen in Potenzreihen entwickeln lassen und verwenden als Vorlage

Boyce/DiPrima: Gewöhnliche Differentialgleichungen, Kap. 5.1 & 5.2

6.2 Das Euler’sche oder Tangentenverfahren

Neben den exakt lösbaren Differentialgleichung gibt es viele Gleichungstypen,
welche sich nicht mit analytischen Methoden lösen lassen und ein numerisches
Lösungsverfahren benötigen.
Wir werden hier als erstes Verfahren das (einfache) Euler’sche Verfahren ken-
nenlernen und verwenden als Vorlage

Boyce/DiPrima: Gewöhnliche Differentialgleichungen, Kap. 8.1

6.3 Das Runge-Kutta-Verfahren

Als eine weiter numerische Lösungsmethode werden wir das Runge-Kutta-Verfahren
kennenlernen und verwenden als Vorlage

Boyce/DiPrima: Gewöhnliche Differentialgleichungen, Kap. 8.4

Analysis-Aufgaben: Differentialgleichungen 6
(Zugehörige Lösungen)
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7 Schwingungen*

Wir werden in diesem Kapitel ausführlich die

gewöhnlichen, linearen Differentialgleichungen zweiter Ordnung
mit konstanten Koeffizienten

besprechen, da dieser Gleichungstyp als mathematisches Modell für viele physi-
kalische Prozesse, insbesondere für Schwingungen, dient.

Das dazugehörige AWP lautet in seiner allgemeinsten Form:

Wir beginnen mit der Bewegung einer Masse an einer Feder:

Beim entsprechenden dynamischen Problem sind wir an einer Untersuchung
der Bewegung der Masse in den Fällen interessiert, in welchen auf die Masse
eine äussere Kraft wirkt oder die Masse anfänglich aus der Ruhelage gebracht
wird.
Mit x(t) als die Auslenkung zum Zeitpunkt t der Masse aus ihrem Gleichge-
wichtszustand in positive Richtung nach unten und f(t) als die effektiv auf die
Masse wirkenden Kräfte folgt über das Newton’sche Bewegungsgesetz:
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Bei der Bestimmung von f(t) gilt es die folgenden vier unterschiedlichen
Kräfte zu berücksichtigen:

� Die Gewichtskraft:

� Die Federkraft:

� Die Dämpfung:
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� Weitere äussere Kräfte:

Für das Newton’sche Bewegungsgesetz folgt somit:
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Beispiel 18 Eine Masse mit einer Gewichtskraft von 19.6N dehnt eine
Feder um 4cm. Wir nehmen an, dass die Masse um weitere
6cm in positiver Richtung ausgelenkt und nachher losgelas-
sen wird. Die Masse befindet sich in einem Medium, das
bei einer Geschwindigkeit der Masse von 1m/s einen Rei-
bungswiderstand von 30N entgegensetzt.
Formuliere das Anfangswertproblem, welches diese Bewe-
gung der Masse beschreibt und löse es.
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7.1 Ungedämpfte freie Schwingungen

Wirkt keine äussere Kraft und liegt keine Dämpfung vor, so ist von einer

ungedämpften freien Schwingung

die Rede:

Aufgaben 13 Stelle x(t) = 2 · cos 3t+ 4 · sin 3t
als harmonische Schwingung dar.
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7.1.1 Begriffe & Bemerkungen
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Beispiel 19 Wir nehmen an, dass eine Masse mit einer Gewichtskraft
von 49N eine Feder um 5.1cm dehnt. Die Feder wird zusätz-
lich um 1/6m gedehnt und anschliessend mit einer Anfangs-
geschwindigkeit von 1m/s nach oben in Bewegung gesetzt.

1. Bestimme den Ort der Masse zu einem beliebigen
späteren Zeitpunkt.

2. Bestimme weiter die Periode, die Amplitude und die
Phase der Bewegung und stelle sie graphisch dar.
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7.2 Gedämpfte freie Schwingung

Wirkt keine äussere Kraft und wird eine Dämpfung berücksichtigt, so ist von
einer

gedämpften freien Schwingung

die Rede:
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Aufgaben 14 Wir betrachten das folgende AWP:

ü+ 0.125u̇+ u = 0 mit u(0) = 2, u̇(0) = 0

1. Löse die zugehörige ungedämpfte Schwingung.

2. Löse das obige AWP.

3. Kontrolliere Deine Lösung mit Hilfe von Mathema-
tica und stelle beide obigen Lösungen in einem KS
graphisch dar.
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7.3 Erzwungene Schwingungen

Wir betrachten nun den Fall einer periodischen äusseren Kraft (Störung), z.B.
in der Form von f(t) = F0 cosωt:

Ohne Dämpfung und mit ω0 =
√
k/m 6= ω folgt als allgemeine Lösung:

x(t) = A · cosω0t+B cdot sinω0t+
F0

m(ω2
0 − ω2)
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Diskutiere die Lösung im Falle einer Schwebung, d.h. unter der Vorausset-
zung, dass die Masse zu Beginn in Ruhe ist:

x(t) =
F0

m(ω2
0 − ω2)

· (cosωt− cosω0t)
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Aufgaben 15 Löse das folgende AWP:

ü+ u = 0.5 · cos 0.8t , u(0) = 0, u̇(0) = 0
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Aufgaben 16 Stelle die Summe cosαt+cosβt als ein Produkt zweier tri-
gonometrischen Funktionen mit unterschiedlichen Frequen-
zen dar.

Analysis-Aufgaben: Differentialgleichungen 7
(Zugehörige Lösungen)
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8 Existenz & Eindeutigkeit
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