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1 Einleitung

Differentialgleichungen sind ein wichtiges Ausdrucksmittel in der mathemati-
schen Modellbildung, mit welcher versucht wird, in der Natur stattfindende,
zeitabhéngige Vorgénge zu beschreiben. Die Entwicklung des eigentlichen Mo-
dells ist bis hin zur Formulierung der Differentialgleichung weniger ein mathe-
matisches Problem, als eine Aufgabe, welche die Kenntnisse der Anwender (z.B.
Physiker, Wirtschaftswissenschafter, Biologen, ...) verlangt. Die Mathematik
wird im wesentlichen fiir die Diskussion der Differentialgleichung gebraucht, mit
dem Ziel iiber die Losung der Gleichung gewiinschte Informationen iiber den
durch die Differentialgleichung beschriebenen Vorgang zu erhalten. Der Anwen-
der wird anschliessend priifen, inwiefern die Eigenschaften und Voraussagen des
Modells mit Erfahrungen aus der Wirklichkeit iibereinstimmen.

Im Kapitel Anwendungen der Differentialgleichungen werden wir uns
durch das Aufstellen von Differentialgleichungen, welche natiirliche Abldufe aus
unserer Umgebung beschreiben, und durch die Bestimmung der zugehorigen
Losungen einen ersten Zugang zum Thema verschaffen.

Im Kapitel Begriffe & Definitionen werden wir die wichtigsten Definitio-
nen und Sprachregelungen einfiihren.

Im Kapitel Losungsverfahren werden wir analytischen Verfahren, wie die
Trennung der Variablen, den FExponentialansatz und die Variation der Konstan-
ten an verschiedenen Gleichungstypen kennenlernen und geeignete Ansdtze in
Abhéangigkeit der Stérfunktion besprechen.

Im Kapitel Anwendungen werdet ihr praktische Anwendungen aus ver-
schiedenen Bereichen bearbeiten und vorstellen.

Im Kapitel Schwingungen * werden wir uns ausfiihrlich mit den Lésungen
einer gewohnlichen, linearen Differentialgleichung 2.ter Ordnung mit konstanten
Koeflizienten beschéftigen.

Im Kapitel Numerische Methoden * werden wir uns mit Verfahren beschéfti-
gen, welche uns approximative Losungen liefern und diese durch den Computer
(matlab/scilab/mathematica) bestimmen und suchen lassen.

Im Kapitel Existenz & Eindeutigkeit * werden wir den Satz von Picard-

Lindelof besprechen, welcher sich mit der Existenz und Eindeutigkeit der Losung
einer Differentialgleichung beschéftigt.

(*) wird in der AM behandelt.



2 Anwendungen der Differentialgleichungen

Bevor wir uns mit den mathematisch relevanten Bereichen im Umgang mit
Differentialgleichungen beschéftigen, einige Beispiele zur Aufstellung einer Dif-
ferentialgleichung: Modellierung

2.1 Radioaktiver Zerfall

Die Modellvorstellung (Annahme), welche wir hier vornehmen ist:

..., dass die Anzahl AN der in einem kleinen Zeitraum der Linge
At > 0 zerfallenden Atome proportional ist zur Anzahl N (t) der zur
Zeit t vorhandenen Atome sowie zur Linge At des Zeitintervalls ist.

Es gilt also:
AN = N(t+ At) — N(t) = =AN(t)At

A > 0 ist eine Proportionalitatskonstante.

Diskussion & Losung:




Aufgaben 1 Bestimme den Zusammenhang zwischen der Halbwertszeit
und der Zerfallskonstante.

und zur Vorbereitung auf Kommendes:

Aufgaben 2 Formuliere die 8 Newton’schen Axiome.



2.2 Bewegungsgleichung

Mit z(t) als die Funktion, welche die Hohe eines Massepunktes der Masse m
iiber dem Erdboden zum Zeitpunkt ¢ angibt und dem . ... Newton’schen Axiom
folgt, ...

e dass fiir einen Massepunkt in geringer Héhe tiber dem Erdboden und ohne
Beriicksichtigung des Luftwiderstandes folgende Differentialgleichung gilt:

B(t) = —g

Diskussion & Losung;:




e Weiter folgt, dass fiir einen Massepunkt in geringer Hohe iber dem Erdbo-
den und mit Berticksichtigung des Luftwiderstandes, welcher proportional
zur Geschwindigkeit ist und der Beschleunigung entgegenwirkt, folgende
Differentialgleichung gilt:

Diskussion & Loésung:




Beispiel 1 Ldse das folgende AWP:

i(t) = —g —ai(t) , 2(0) =0 , #(0) = vo



e dass fiir einen Massepunkt, welcher sich nicht nahe der Erde befindet, fol-
gende Differentialgleichung gilt:

Diskussion & Loésung:




2.3 Wachstum einer Population
Sei P(t) die Bevélkerungszahl zu einem Zeitpunkt ¢, dann gilt fiir die Anderung
der Bevolkerungszahl AP:
AP = P(t+ At) — P(t)
und somit fiir die Anderung der Bevélkerungszahl in einem Zeitintervall At:

AP P+ At) —P(t)
At At

Wir definieren eine Wachstumsrate R(t):

AP
()= P(t)At

Unter der Annahme einer konstanten Geburtsrate b und einer konstanten
Sterberate d folgt fiir die Wachstumsrate R(t):

R(t)y=b—-d
Damit folgt fiir die Anderung der Bevélkerungszahl:
AP = (b—d)P(t)At

Und wir erhalten:
(b—d)P(t)At = P(t + At) — P(t)

Der Grenziibergang At — 0 liefert uns dann folgende Differentialgleichung:

Diskussion & Losung:




2.4 Modellbildung

Im Folgenden wollen wir noch einige wichtige Punkte zur Modellbildung zusam-
mentragen:

zur Vertiefung und den Ausbau:

Modellieren mit Differentialgleichungen,
von M.Bucher, A. Gropengiesser


https://math.ch/mathematics-at-school/service/unterrichtsmaterialien/
https://math.ch/mathematics-at-school/service/unterrichtsmaterialien/

Wir wollen unsere bisherigen Erfahrungen mit Differentialgleichungen zu-
sammentragen:

Differentialgleichungen sind ...

Die Losung einer Differentialgleichung . ..

Das Bestimmen der Losung einer Differentialgleichung erfolgt durch ...

Analysis-Aufgaben: Differentialgleichungen 1
(Zugehérige Losungen)
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https://ronaldbalestra.ch/dokumente/analysis/diffgleichungen/aufgaben/Aufg1.pdf
https://ronaldbalestra.ch/dokumente/analysis/diffgleichungen/loesungen/Loesungen1.pdf

3 Begriffe & Definitionen

Bevor wir uns mit einigen Losungsmethoden von Differentialgleichungen beschéfti-
gen werden, wollen wir nun die Differentialgleichung definieren und die notwen-
digen Notation und Charakeristiken einfiihren:

Def.: Eine Differentialgleichung ist eine Beziehung zwischen einer
Funktion und einigen ihrer Ableitungen

/

Beispiel 2 y = y
P ry? = ¢

y// + wa — 0

Ut = Ugy

Eine Differentialgleichung heisst

e gewOhnlich : & ...

partiell : & ...

e von n-ter Ordnung : & ...

e linear : & ...

explizit dargestellt : & ...

und beachte, dass die Losungen einer Differentialgleichung ...

Wir werden im Folgenden die in der Physik {iblichen Notationen verwenden:

11



4 Losungsverfahren

In den Anwendungen haben wir die Methode der Integration zur Losung ei-
ner Differentialgleichung schon kennengelernt und auch festgestellt, dass diese
Losungsmethode nicht jede Differentialgleichung 16st.

Wir weden im Folgenden an verschiedenen Typen von Differentialgleichungen
weitere Losungsmethoden kennenlernen:

4.1 Explizite Differentialgleichungen 1.0Ordnung;
elementar integrierbare Fille:

Wir werden drei Typen von Differentialgleichungen und deren Lésungsmethoden
anhand von Beispielen kennenlernen:

Beispiel 3  i(t) = t3 + cost

Beispiel 4  @(t) = —2x(t)

12



4.1.1 Die Separation/Trennung der Variablen

Bevor wir uns mit einem weiteren Typ von Differentialgleichungen befassen wer-
den, wollen wir uns noch an folgenden Beispielen mit der Frage befassen, warum
wir diese Separation der Variablen {iberhaupt anwenden diirfen:

Dazu wenden wir die Kettenregel auf folgende Funktion an:

Tt 3

und 16sen damit das folgende Beispiel:

. .1
x(t):x:?

und jetzt noch in der Kurzversion:

13



Beispiel 5 & =tx + 2t

1. Lose zuerst mit Hilfe einer Substitution bei der Integration:

2. und jetzt noch in der Kurzversion:

14



Aufgaben 3 Ldse unser Beispiel 4:  @(t) = —2x(t)  durch eine Inte-
gration mit Substitution:

Ein weiterer Typ

den wir mit der Separation der Variablen lisen konnen:

Beispiel 6  i(t) = ¢*® - sint

15



Beispiel 7 rT=x-t

Aufgaben 4 Lése eines der letzten beiden Beipiele mit Hilfe einer Inte-
gration mit Substitution:

16



In einigen Fillen ist es moglich, eine explizite Differentialgleichung 1. Ord-
nung durch eine geeignete Substitution in eine Gleichung iiberzufiihren, die dann
mit Hilfe der Separation der Variablen gelost werden kann.

Dies sind z.B. Differentialgleichungen von folgendem Typ:

z(t) = flat+bx+c¢) oder z(t)=f (%)

Beispiel 8  &(t) = 2t — x(t)

Analysis- Aufgaben: Differentialgleichungen 2
(Zugehérige Losungen)

17


https://ronaldbalestra.ch/dokumente/analysis/diffgleichungen/aufgaben/Aufg2.pdf
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4.2 Lineare Differentialgleichungen n-ter Ordnung
mit konstanten Koeffizienten:

Gleichungen dieses Typs fithren uns auf eine wichtige Losungsmethode fiir Dif-
ferentialgleichungen, den Fxponentialansatz.
Zuerst aber wieder einige Begriffe:

Def.: Eine Differentialgleichung der Form
2 () + apy -2V @) . ar () + a0 - 2(t) = f(1)

heisst eine lineare Differentialgleichung n-ter Ordnung mit kon-
stanten Koeffizienten.

f(t) ist die sogenannte Storfunktion und die Gleichung heisst
homogen genau dann wenn f(t) = 0 ist, und sie heisst
inhomogen genau dann wenn f(t) # 0 ist.

Beispiel 9 Klassifiziere die folgenden Differentialgleichungen:

r+2x=0

®) 4+ 2 — 3z = 2t 4 sin 2t
3% —dx =e 2
T+22=0

T+ x =1

Bevor wir explizit auf die Losungsmethoden eingehen, wollen wir am Beispiel
einer linearen Differentialgleichung 2. Ordnung mit konstanten Koeffizienten
einige allgemeine Eigenschaften der Losungen besprechen.

(Diese Eigenschaften gelten auch fiir Gleichungen héherer Ordnung!)

18



4.2.1 Der homogene Fall:

e Wenn z;(t) eine Losung der homogenen Gleichung ist, so ist auch x(t) =
C - z1(t) eine Losung der Gleichung. (C € R)

Beweis:

e Wenn z;(¢) und z2(¢) Losungen der homogenen Gleichung sind, so ist auch
die aus ihnen gebildete Linearkombination z(t) = C; - x1(t) + C2 - z2(2)
eine Losung der Gleichung, (C1,C> € R). (Prinzip der Superposition)

Beweis:

e Die allgemeine Losung xy(t) der homogenen Gleichung ist eine Linear-
kombination zweier linear unabhéngiger Basisldsungen.

e Als Lésungsansatz fiir die Basislosung der homogenen Gleichung verwen-
den wir den Ezponentialansatz: x(t) = e.
Wir werden diesen Ansatz immer zum Losen einer linearen Differential-
gleichung mit konstanten Koeffizienten verwenden.

19



Beispiel 10 Bestimme die allgemeinen Ldsungen der folgenden Diffe-
rentialgleichung mit Hilfe des Exponentialansatzes:

Z+8x+ 152z =0

Aufgaben 5 Bestimme die Fundamentallosungen der folgenden homoge-
nen Differentialgleichungen.:

1.2+32+22=0

2. 2—-492 =0

20



4.2.2 Eine kurze Repetition zur Linearen Unabhingigkeit

Aufgaben 6 Repteiere die notwendigen Begriffe.

Beispiel 11 Beweise die folgende Aussage:

x1(t) = Cy - eMt und z2(t) = Oy - €2t sind mit
A1 # XA ACi2 #0 linear unabhdngig.

21



Aufgaben 7 Bringe die Determinante einer Matriz mit der Linearen
Abhéngigkeit der Spalten- (Zeilen-)vektoren in Zusammen-
hang ...

Beispiel 12 Beweise mit Hilfe der Wronski-Determinante die lineare
Unabhdngigkeit von folgenden Funktionen:

sint, cost, €'

22



Aufgaben 8 Beweise die lineare Unabhingigkeit folgender Funktionen:
e 1(t) =t und my(t) =12

o z;(t)=C; -t i€ {1,2,3}

23



Beispiel 13 Bestimme ebenfalls die allgemeine Lésung der folgenden
Differentialgleichung:

Z—8t+ 162 =0

Wir betrachten die folgende Behauptung ...beweisen und ergénzen:

Sei x(t) = eM  eine Losung von % + ai + bx = 0, dann ist auch
Z(t) = te* eine Losung.

24



Aufgaben 9 Charakterisiere di folgenden Gleichungen und bestimme de-
ren allgemeine Losung:

T+ 1442 = 24z

32+ 182+ 27z =0

2® 2@ — 62 =0

25



Aufgaben 10 Beweise die folgende Aussage:

Sei x(t) = eM eine Losung von a-F +b-

T+c-x =0, mit A als doppelte Nullstelle des
zugehorigen chararkteristischen Polynoms dann
ist auch I(t) = te* Losung.

Aufgaben 11 Verallgemeinere die obige Aussage unter Verwendung des
Begriffs der algebraischen Vielfachheit:

Analysis- Aufgaben: Differentialgleichungen 3
(Zugehérige Losungen)

26
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Beispiel 14 Bestimme die allgemeinen Ldsungen der folgenden Diffe-
rentialgleichung mit Hilfe des Exponentialansatzes:

Z—-2t+2x=0

4.2.3 Repetition zu den komplexen Zahlen

27



Wir wollen uns noch etwas theoretischer mit der letzten Aufgabe beschéftigen:

Seien A; 2 = a£br die komplex konjugierten Losungen des charakt.
Polynoms einer gew. hom. lin. Diff.gl. 2.ter Ordnung mit konst. Ko-
eff. und der FL z(t) = CyelaHt)t 4 Chela—t0)t,

Dann gelten:

(a) Beh.: z(t) = Cre*(cosbt + 1sinbt) + Cae(cos bt — 2sin bt)

Bewelis:

(b) Beh.: #(t) = Cre® cosbt + Cae sinbt ist auch Losung.

Bewelis:

Somit lauten die reellwertigen Losungen unseres Beispiels:

FEine weitere Vertiefung dieses Themas findet durch eine Lernaufgabe in der
folgenden Aufgabenserie statt:

Analysis- Aufgaben: Differentialgleichungen 5

28


https://ronaldbalestra.ch/dokumente/analysis/diffgleichungen/aufgaben/Aufg5.pdf

4.2.4 Der inhomogene Fall

Um die Losungen inhomogener Gleichungen bestimmen zu kénnen niitzen wir
den folgenden Sachverhalt aus:

Satz.:

Die allgemeine Losung einer (gewshnlichen) linearen, inhomoge-
nen Differentialgleichung n-ter Ordnung ist von der Form

a(t) = an(t) + zp(t) ,

wobei z,(t) die allgemeine Losung der zugehérigen homogenen
Gleichung und z,(t) eine partikuliire Losung der inhomogenen
Gleichung ist.

Beweis: Aufgabenserie 4

(fiir den Fall n = 2 und mit konst. Koeffizienten)

Das Bestimmen der allgemeinen Losung der zugehorigen homogenen Glei-
chung sollte keine Problem mehr sein (Exponentialansatz und einige geldste

Aufgaben .

..). Um eine partikulidre Losung zu finden werden wir die Methode

der Variation der Konstanten kennenlernen:

Beispiel 15

Bestimme die allgemeine Liosung der folgenden Gleichung:

i—t-z=t>-1

29
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Beispiel 16 Bestimme die allgemeine Losung der folgenden Gleichung:

#4103 — 242 = 126> + 14t + 1

31



4.3 Storfunktionen &
ihre ’geeigneten’ Ansitze fiir eine partikuldre Losung

Wir gehen von der folgenden Differentialgleichung n-ten Grades mit der Storfunk-
tion f(t) aus:

e () 4+ ap_y - 2"TVE) £+ ag - E(E) + a1 - 2(E) + ag - () = f(E)

1. Fall  f(t) = by + byt + bot® + ... bput™ , by, #0.

= Ansatz:  x,(t) = Ao+ At + Ast? + ..+ A t™
falls p(0) # 0.
ap(t) =t (Ao + Ayt + Aot? + ...+ Apt™)
falls 0 eine r-fache Nullstelle von p()\) ist.

2. Fall  f(t) = (bo + b1t + bat® + ... bpt™) €, by, #0.

= Ansatz:  xp(t) = (Ao + At + Ast® + ...+ Apt™) et
falls p(a) # 0.
zp(t) =t (Ao + Ayt + Aot? + ...+ Apt™) et
falls a eine r-fache Nullstelle von p()\) ist.

3. Fall  f(t) = (b + bit +bot® +...byt™) { ‘;f;’gz . b £ 0.
= Ansatz:
zp(t) = (Aog+ Art + Aot? + ... 4 Apt™) - cos Bt +

(Bo + Byt + Bot? + ...+ By, t™) - sin ft,
falls p(Bi) # 0.
zp(t) = " [(Ao+ Art+ Aot? + ...+ Apt™) - cos Bt] +
t" [(Bo + Byt + Bat? + ...+ By, t™) - sin Bt]
falls B4 eine r-fache Nullstelle von p()) ist.

32



cos [t

4. Fall f(t) = (bo + b1t + b2t2 —+ ... bmtm) e . { sin 8t b 75 0.

= Ansatz:  z,(t) = [(AO F AL+ Ast? 4+ .+ Amtm) - cos Bt+
(Bo + Byt + Bot? + ...+ Bp,t™) - sin ft] - e,
falls p(a + Bi) # 0.
zp(t) =t [(Ao + At + Agt? + ...+ Apt™) - cos Bt+
(Bo + Bit + Bot? + ...+ By,t™) - sin Bt] - e,
falls a + 8¢ eine r-fache Nullstelle von p(}) ist.

Bestimme den Ansatz fiir eine partikuldre Lésung:

1. 2®) — 3% — 2z = f(t) , mit

(a) f(t)=5— 3t

(b) f(t)=(t—3t3)e?
(c) f(t) =12+ 2

(d) f(t)=0

33



2. & — 24 + 5z = f(t)

p hat die NS:
(a) f(t) =5t%sint
(b) f(t) =¢€"-cos2t

(c) f(£)=0

Beispiel 17 Bestimme die Losungen fiir die folgende Gleichung:

€T

y" — 4y =2+ 3cosx +e”

34



Aufgaben 12 Ldse die folgende Gleichung:

y" -3y +2y=2-sinx + cosx

Analysis- Aufgaben: Differentialgleichungen /
(Zugehérige Losungen)

35
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4.4 Die reellwertigen Losungen einer gewdhnlichen, linea-
ren und homogenen Differentialgleichung zweiter Ord-
nung mit konstanten Koeffizienten, deren charkteristi-
sches Polynom komplexe Wurzeln hat

Eine Lernaufgabe mit Anwendungen zu diesem Thema ist zu finder unter ...

Analysis- Aufgaben: Differentialgleichungen 5
(Zugehérige Losungen)

36
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5 Anwendungen

Die Anwendungen sind von den SchiilerInnen in Gruppen selbstédndig zu bear-
beiten und anschliessend zu présentieren.

Fiir die Bearbeitung wird den SchiilerInnen Unterrichtszeit zur Verfligung ge-
stellt.

Die Prdsention dauert eine Lektion und soll neben theoretischen Grundlagen
und Hintergrundwissen den Mitschiilerinnen auch Zeit gegeben, Beispiele zu
den Anwendungen selber zu bearbeiten. Ebenso gehort die Abgabe eines Han-
douts und weiterer Aufgaben mit Musterlosungen dazu.

In den an- und abschliessenden zyklischen Aufgaben-Frage- Runden haben die

Gruppenmitglieder fiir weitere Fragen zu ihrem Thema und ihren Aufgaben zur
Veriigung zu stehen.

Mogliche Themen & Quellen:

5.0.1 Anwendungen lin. Diffgleichungen 1. Ordnung
aus Boyce/DiPrima: Gewdhnliche Differentialgleichungen, Kap. 2.5

5.0.2 Bevdilkerungsdynamik & verwandte Prozess

aus Boyce/DiPrima: Gewdhnliche Differentialgleichungen, Kap. 2.6

5.0.3 Verschiedene Problemstellungen der Mechanik
aus Boyce/DiPrima: Gewdhnliche Differentialgleichungen, Kap. 2.7

5.0.4 Die Reibung
aus W.Greiner: Mechanik Teil 1, Kap. 20

37



5.0.5 Systeme von Differentialgleichungen *

aus U. Manz: Systeme von Differentialgleichungen

5.0.6 Kontinuierliche Populationsmodelle

aus P.Wihler: Mathematik fiir Biologen (UniBern)

weitere Stichworte als Einstieg fiir eine Anwendung:
Schwingungen,
Numerische Verfahren,
Verbreitung von Geriichten,
selbstvergiftetes Wachstum,

Brachistochrone,

38



6 Numerische Methoden*

In diesesm Abschnitt besprechen wir die folgenden Losungsmethoden:

6.1 Reihenlosungen (von linearen Differentialgleichungen
2ter Ordnung)

Wir werden hier eine Methode zur Losung von linearen Differentialgleichungen
mit variablen Koeffizienten kennenlernen, welche davon ausgeht, dass sich die
Losungen in Potenzreihen entwickeln lassen und verwenden als Vorlage

Boyce/DiPrima: Gewdhnliche Differentialgleichungen, Kap. 5.1 & 5.2

6.2 Das Euler’sche oder Tangentenverfahren

Neben den exakt losbaren Differentialgleichung gibt es viele Gleichungstypen,
welche sich nicht mit analytischen Methoden 16sen lassen und ein numerisches
Losungsverfahren benétigen.

Wir werden hier als erstes Verfahren das (einfache) Euler’sche Verfahren ken-
nenlernen und verwenden als Vorlage

Boyce/DiPrima: Gewdhnliche Differentialgleichungen, Kap. 8.1

6.3 Das Runge-Kutta-Verfahren

Als eine weiter numerische Losungsmethode werden wir das Runge-Kutta-Verfahren
kennenlernen und verwenden als Vorlage

Boyce/DiPrima: Gewdhnliche Differentialgleichungen, Kap. 8.4

Analysis- Aufgaben: Differentialgleichungen 6
(Zugehérige Losungen)
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7 Schwingungen™

Wir werden in diesem Kapitel ausfiihrlich die

gewdéhnlichen, linearen Differentialgleichungen zweiter Ordnung
mit konstanten Koeffizienten

besprechen, da dieser Gleichungstyp als mathematisches Modell fiir viele physi-
kalische Prozesse, insbesondere fiir Schwingungen, dient.

Das dazugehorige AWP lautet in seiner allgemeinsten Form:

Wir beginnen mit der Bewegung einer Masse an einer Feder:

Beim entsprechenden dynamischen Problem sind wir an einer Untersuchung
der Bewegung der Masse in den Fillen interessiert, in welchen auf die Masse
eine dussere Kraft wirkt oder die Masse anfinglich aus der Ruhelage gebracht
wird.

Mit x(t) als die Auslenkung zum Zeitpunkt ¢ der Masse aus ihrem Gleichge-
wichtszustand in positive Richtung nach unten und f(¢) als die effektiv auf die
Masse wirkenden Krifte folgt iiber das Newton’sche Bewegungsgesetz:
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Bei der Bestimmung von f(t) gilt es die folgenden vier unterschiedlichen
Kréfte zu berticksichtigen:

e Die Gewichtskraft:

e Die Federkraft:

e Die Dampfung:
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o Weitere dussere Krifte:

Fiir das Newton’sche Bewegungsgesetz folgt somit:
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Beispiel 18 Fine Masse mit einer Gewichtskraft von 19.6N dehnt eine
Feder um 4cm. Wir nehmen an, dass die Masse um weitere
6cm in positiver Richtung ausgelenkt und nachher losgelas-
sen wird. Die Masse befindet sich in einem Medium, das
bei einer Geschwindigkeit der Masse von 1m/s einen Rei-
bungswiderstand von 30N entgegensetzt.

Formuliere das Anfangswertproblem, welches diese Bewe-
gung der Masse beschreibt und lose es.
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7.1 Ungedampfte freie Schwingungen

Wirkt keine dussere Kraft und liegt keine Dampfung vor, so ist von einer
ungeddmpften freien Schwingung

die Rede:

Aufgaben 13 Stelle x(t) =2-cos3t+4-sin3t
als harmonische Schwingung dar.
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7.1.1 Begriffe & Bemerkungen
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Beispiel 19 Wir nehmen an, dass eine Masse mit einer Gewichtskraft
von 49N eine Feder um 5.1cm dehnt. Die Feder wird zusdtz-
lich um 1/6m gedehnt und anschliessend mit einer Anfangs-
geschwindigkeit von 1m/s nach oben in Bewegung gesetzt.

1. Bestimme den Ort der Masse zu einem beliebigen
spateren Zeitpunkt.

2. Bestimme weiter die Periode, die Amplitude und die
Phase der Bewegung und stelle sie graphisch dar.
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7.2 Gedampfte freie Schwingung

Wirkt keine dussere Kraft und wird eine Dampfung beriicksichtigt, so ist von

einer

geddampften freien Schwingung

die Rede:
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Aufgaben 14 Wir betrachten das folgende AWP:
401250 +u =0 mit u(0)=2, w(0)=0
1. Lose die zugehorige ungeddmpfte Schwingung.
2. Lése das obige AWP.

3. Kontrolliere Deine Losung mit Hilfe von Mathema-
tica und stelle beide obigen Ldsungen in einem KS
graphisch dar.
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7.3 Erzwungene Schwingungen

Wir betrachten nun den Fall einer periodischen dusseren Kraft (Storung), z.B.
in der Form von f(t) = Fy coswt:

Ohne Diampfung und mit wg = \/k/m # w folgt als allgemeine Losung:

Fy

z(t) = A - coswot + B cdot sinwot + ————
" ’ e - o)
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Diskutiere die Losung im Falle einer Schwebung, d.h. unter der Vorausset-
zung, dass die Masse zu Beginn in Ruhe ist:

Fo
m(wd — w?)

x(t) =

- (coswt — coswopt)

50



Aufgaben 15 Ldse das folgende AWP:

i+u=0.5"c0s0.8t, u(0) =0, 4(0) =0

o1



Aufgaben 16 Stelle die Summe cosat+cos 5t als ein Produkt zweier tri-
gonometrischen Funktionen mit unterschiedlichen Frequen-
zen dar.

Analysis- Aufgaben: Differentialgleichungen 7
(Zugehérige Losungen)
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8 Existenz & Eindeutigkeit
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