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V Taylor- und Fourier-Reihen

Beispiel 1: Fallgeschwindigkeit mit und ohne Beriicksichtigung des
Luftwiderstandes

Grenzwertbestimmung mittels Reihenentwicklung

In Kapitel IV (Beispiel 14) wird fiir die Fallgeschwindigkeit v die folgende Abhingigkeit
vom Fallweg s hergeleitet:

2k
v=\/%<l—e_75>, s >0

Diese Beziehung gilt unter der Voraussetzung, dass der Luftwiderstand R dem Quadrat der
Fallgeschwindigkeit proportional ist: R = kv?>.

m: Masse des aus der Ruhe heraus frei fallenden Korpers; g: Erdbeschleunigung; k& > 0:
Reibungskoeffizient

Zeigen Sie mit Hilfe der Reihenentwicklung, dass man aus dieser Beziehung mittels Grenz-
iibergang k — 0 das bekannte Fallgesetz fiir den luftleeren Raum v = /2 gs erhilt.

Anmerkung: In Kapitel III (Beispiel 21) wird diese Aufgabe mit Hilfe der Grenzwertregel
von Bernoulli und de L’Hospital gelost.

Lehrbuch: Bd. 1, VI.3.3.3

Losung:

Die direkte Ausfiilhrung des Grenziiberganges k — 0 fiihrt zu einem unbestimmten Aus-
2k, .

druck V. Wir entwickeln daher zuniichst die Exponentialfunktion e = ° in eine Potenzreihe,

wobei wir von der bekannten Mac Laurinschen Reihe der e-Funktion ausgehen (siehe Formel-
sammlung, Abschnitt V1.3.4):

S S IS SIS D VNS S

B 1! re3r 2 6
Mit x = — — s wird hieraus die (alternierende) Reihe

2k 2k 2k? 4K 5

e m°=1——g¢ o _ﬁs + -

0
D Der Ausdruck unter der Wurzel strebt fiir k — O gegen den unbestimmten Ausdruck "6“ (siehe hierzu auch
Beispiel 21 in Kapitel III).
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Somit ist

_2k 2k 2k? 413
l—e m®=1—-(1-"Ss+"F52 - — s34+ — ...
m m? 3m3

2k 2, A
=5 — "5 — s — 4 ...
m m? 3m?3

und die Abhingigkeit der Fallgeschwindigkeit v vom Fallweg s ldsst sich damit auch in
der Form

2k 2k2 4k3
v:\/%(—s——sz—l— s3——|—...):

k m m? 3m3

k 2k?
= \/2g<s——s2+—2s3——|—...>
m 3m

darstellen. Der Grenziibergang k — 0, d.h. der Ubergang zum freien Fall im [luftleeren
Raum (der Luftwiderstand R verschwindet fiir & — 0), bereitet nun keine Schwierigkeiten
mehr und fiihrt zu dem aus dem Physikunterricht bekannten Fallgesetz

k 2k2
=1 — — 52 53— =
v_kh_r»r})\/zg<s m° +3m2s +>

k 2k2
_ RRT _ 42 3 _ -
_\/Zg kllil%) (s mS +3m2s —|—> 2gs
s
Bild V-1 zeigt die Abhidngigkeit der Fuall- v
geschwindigkeit vom Fallweg im luftleeren
Raum und unter Beriicksichtigung des Lujft- ohne Luftwiderstand
widerstandes® .
VeET————— A -~
mit Luftwiderstand
Bild V-1 -—
s

2 Bei Beriicksichtigung des Luftwiderstandes strebt die Fallgeschwindigkeit gegen den Endwert vgp = /%, der

(theoretisch) nach unendlich langer Fallstrecke erreicht wird. Das Fallgesetz lisst sich dann auch in der Form

2k,
v=wvg-\V1—e m’, s >0

darstellen (siehe hierzu auch Kapitel II, Beispiel 23).
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Beispiel 2: Elektrischer Widerstand zwischen zwei koaxialen
Zylinderelektroden (Hohlzylinder)

Potenzreihenentwicklung, Niherungspolynome

Der elektrische Widerstand R zwischen zwei koaxialen Zylinderelektroden wird nach der
Formel

R ! In fa >
= . — | r r;
2l ri “ !

berechnet (Querschnitt siche Bild V-2).

r;: Innenradius; r,: Aufenradius; [: Linge der Elektroden; x: Leitfihigkeit des Materials
zwischen den Elektroden

a) Driicken Sie den Widerstand R zunidchst durch die

Fa — .
aus und entwickeln

(positive) GroBe x =

ri
Sie anschlieBend die Funktion R (x) in eine Mac

Laurinsche Reihe. ’

b) Leiten Sie anschliefend aus der unter a) gewonnenen
Reihenentwicklung fiir den Sonderfall x < 1, d.h.
d =r, —r; <r; Ndherungsformeln 1. und 2.
Ordnung zur Berechnung des Widerstandes R her.

leitender Hohlzylinder
(Leitfdhigkeit x)

Bild V-2
Lehrbuch: Bd. 1, V1.3.2.1 und VI.3.3.1

Losung:

a) Es ist
r_a:ra+(ri*ri):ri+(ra*ri):Q_’_ra*ri:]_’_x
ri ri ri ri ri

und somit
RGO = —— (1 + ) >0
Y T A A

Wir setzen nun f (x) = In (1 + x) und entwickeln diese Funktion nach Mac Laurin in
eine Potenzreihe:
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f(x) =In(1 +x) = f(0)=In1=0
!/ _ 1 _ - / _
f(x)*l—H*U*'x)l = f'(0)=1
1) = —(1+x)77 = f"0) = -1
) =2(1+ 077 = f"(0) =2
Somit ist

F) =+ =)+ Qe 1O L O s

1! 2! 3!
_ Ly L, 2 3 _
0+FX —ax +?X — + =
Lesle g 0<x<1)
=x - —x —x7 -4+ ... X
2 3 -

und die Widerstandsformel ladsst sich damit auch durch die Reihe

1 1 1 1
R(x)zznkl-ln(ler): p- <x2x2+3x3+...> 0O<x<1

darstellen.

—r;

d
= — lautet die Reihenentwicklung wie folgt:
ri ri

1 d 1 (d\> 1 [a\’
R(d) = =)= (= — (=) =+ ...
(d) 2kl [(l",’) 2 <I"i> + 3 <Fi> +
Fir x < 1, d.h. d < r; lassen sich hieraus durch Abbruch nach dem 1. bzw. 2. Rei-
henglied die gewiinschten Ndherungsformeln 1. bzw. 2. Ordnung gewinnen. Sie lauten:

b) Mit x =

(O<d§l"1)

1 d
1. Ndh : R~ =
dherung T <ri>

1 d 1 /d\?
2. Néh : R~ ) - (=2
Na erung 2.7TKl l<r,-) 2 <r,’> ‘|
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Beispiel 3: Temperaturabhingigkeit der Dichte eines Festkorpers

Potenzreihenentwicklung, lineare Niherungsfunktion

Die Dichte ¢ eines Festkirpers hingt wie folgt von der Temperatur 3 ab:

_ 0y
Q(ﬁ)_l—i—yﬁ

Dabei ist ¢, die Dichte bei g = 0°C und y der rdumliche Ausdehnungskoeffizient.

a) Beschreiben Sie die Temperaturabhidngigkeit der Dichte o durch eine lineare Niherungs-
Sfunktion. In welcher Grofienordnung liegt der dabei entstandene prozentuale Fehler?

b) Wie grof} ist die mit dieser Niaherungsfunktion berechnete prozentuale Abnahme der Dich-
te o fiir eine Stahlkugel, wenn diese von @9 = 0°C auf ¢; = 100°C erwirmt wird
(y =33-1073/°0)?

Lehrbuch: Bd. 1, VI.3.2.3 und VI.3.3.1

Losung:

a) Wir gehen von der Binomischen Formel

=(l+x)'"=1—-x+x>—+4... (]x] < 1)

aus (siehe Formelsammlung, Abschnitt VI.3.4). Mit x = y ¢ wird daraus

1 B 2

und die Temperaturabhédngigkeit der Dichte ldsst sich daher auch durch die Potenzreihe

_ 00 ) 1 _ _ 2 _
9(0)—1+Vﬁ—90 1+W—90(1 v+ (y9)" —+..)

beschreiben. Fiir |y <« 1 diirfen wir diese Reihe nach dem ersten nichtkonstanten
Glied, hier also nach dem linearen Glied abbrechen® und erhalten die folgende lineare
Ndherungsfunktion :

o) = oo(1 —y?)

Der dabei entstandene absolute Fehler Ao liegt in der Grifienordnung des nichtberiick-
sichtigten quadratischen Reihengliedes (die Néherungsformel liefert einen zu kleinen
Wert):

do ~ 0y (y¥)*

¥ Die Bedingung |y¥| < 1 istin der Praxis erfiillt, da y in der GroBenordnung (107 ... 1073) K~ liegt.
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Der entsprechende prozentuale Fehler betrdgt somit ndherungsweise

2 2
0o (1 = y¥) 1 —y?

b) o, =0(@1) =0o(1 —ydh)
Die Dichtedinderung betrigt
do =01 =09 =0¢(l —781) —0g=0¢(l —yd: = 1) = =07
Die Dichte nimmt somit um den Wert o,y ¢ ab. Daraus ergibt sich der folgende Wert
fiir die prozentuale Abnahme der Dichte:

Ao

Qo

_ 0oy
Qo

- 100 % - 100% = vy, - 100% =

=33-107°(°C)~" - 100°C - 100% = 033 %

Beispiel 4: Magnetische Feldstirke in der Mitte einer
stromdurchflossenen Zylinderspule

Potenzreihenentwicklung, Niherungspolynom

Eine aus N Windungen bestehende Zylinderspule mit der Linge [/ und dem Durchmesser d
wird von einem Strom der Stirke I durchflossen. Das magnetische Feld besitzt dann in der
Mitte der Zylinderspule eine magnetische Feldstdrke vom Betrag

NI 1

[ 2
d
1 fal
a) Leiten Sie fiir den Fall d < [ (d. h. fiir eine im Verhiltnis zum Durchmesser lange Spu-

le) durch Reihenentwicklung des Wurzelausdruckes eine erste Niherungsformel zur Be-
rechnung der magnetischen Feldstirke H her.

H

b) In welcher Grofienordnung liegt dabei der prozentuale Fehler der nach der Ndherungsfor-
mel berechneten magnetischen Feldstirke H, wenn der Durchmesser der Spule 10 % der
Spulenlénge betrigt?

Lehrbuch: Bd. 1, VI.3.2.3 und VI1.3.3.1
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Losung: N2 |
a) Wir setzen x = (—) und entwickeln die Funktion ——— = (1 + x)fl/ ? nach der

[ v1+4+x

Binomischen Formel (siehe Formelsammlung, Abschnitt VI.3.4):

1 1 —12 1 1-3 5,
= =(1+x =1l—-—x4+—x*—+4...=
1 +x (1+X)l/2 ( ) ) 5.4
1 3
=1-— —x* - 1
2x+8x + (|x] < 1)

Somit ist

und

O

Durch Abbruch dieser fiir d < [ giiltigen Reihenentwicklung nach dem 2. Glied erhalten
wir eine erste Niherungsformel zur Berechnung der magnetischen Feldstirke H. Sie lau-
tet:

g N[, 1 (d\\ _NI 22 —d* NIQP - d°)
T 2\1) ) 1 22 213

b) Der absolute Fehler AH liegt in der Grifienordnung des ersten weggelassenen Reihen-
gliedes und betrdgt somit ndherungsweise (die Nédherungsformel liefert einen zu kleinen
Wert):

NI 3 [d\*
AH‘T'@(T)

Der prozentuale Fehler ist daher

NI 3(&)“ z(i>“
AH
— - 100% = I 8 \I ~100%:L2~100%
NI(, 1 (dY? L L[4
l 2 \/ 2 \I
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d
Fiir das vorgegebene Verhiltnis 7= 0,1 erhalten wir einen prozentualen Fehler von

3
_.0,]4
%.100%:81—
1 ——-0,1?
2

Die Ndherungsformel liefert einen nur um rund 0,004 % zu kleinen Wert.

- 100% = 0,0038 % ~ 0,004 %

Beispiel 5: Temperaturabhéngigkeit der Schallgeschwindigkeit in Luft

Potenzreihenentwicklung, lineare Niherungsfunktion

Die Temperaturabhiingigkeit der Schallgeschwindigkeit ¢ in Luft wird durch die Funktions-
gleichung

m 9

c(9) = 331 . 1+273,15°C

beschrieben (¢: Temperatur in °C). Entwickeln Sie diesen Wurzelausdruck mit Hilfe der all-
gemeinen Binomischen Formel in eine Potenzreihe und leiten Sie daraus durch Reihenabbruch
eine lineare Niherungsformel zur Berechnung der Schallgeschwindigkeit ¢ her. Der dabei
entstandene prozentuale Fehler soll fiir den Temperaturbereich 0°C < ¢ < 40°C grifien-
ordnungsmdyfig abgeschéitzt werden.

Lehrbuch: Bd. 1, VI.3.2.3 und VI1.3.3.1

Losung:
)
Wir setzen x = 77315°C und entwickeln die Wurzel /1 + x nach der allgemeinen Bino-

mischen Formel

(1+x" =1+ <T)xl+ <;)x2+...

(sieche Formelsammlung, Abschnitt VI.3.4) fiir n = 1/2:

1 1
Vitx=00+0" =1+ (2 |x"+[2|x2+... (x| <1
1 2

Die Binomialkoeffizienten haben dabei die folgenden Werte:

Nos o (G
2l =2 - 2| = - =

: 1 2 ) 1-2 8
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Somit ist

1 1
\/1+x:1+3x—§x2+—... (Ix] <1)

und die Temperaturabhingigkeit der Schallgeschwindigkeit ¢ lésst sich daher auch durch die
folgende Potenzreihe beschreiben:

1 0 1 9\’ m
=3Bl|1+ === = | sz — ... =
() =331 )1+ <273,15°C> 8 (273,15°C> + 1 s
. . : ) U .
Im Temperaturintervall 0°C < ¢ < 40°C bewegt sich die Groe x = —————— zwi-

273,15°C
schen den Werten 0 und 0,1464 und kann somit als klein gegeniiber 1 betrachtet werden.
Durch Reihenabbruch nach dem 2. Glied erhalten wir dann die gewiinschte lineare Ndihe-
rungsformel. Sie lautet:

1 ) m ) m
¢ () = 331 [1 ) <273,15°c>} s - (1 * 546,3°C) s

Der absolute Fehler Ac liegt dabei in der Grofienordnung des ersten weggelassenen Reihen-
gliedes *:

1 ) m
Ac~ 331 — (o) &
¢ 8 <273,15°C) 5

Bei der Hdchsttemperatur von 9 = 40°C ergeben sich fiir die Schallgeschwindigkeit ¢
und ihren absoluten Fehler Ac somit folgende Werte:

40°C m m
=331 (1 —— | — = 35524 —,
¢ < " 5463 °C> S s

Ac:331-i<

40°C \’m
8

m
273.15°C) s 0.89 5

Der prozentuale Fehler betriagt demnach nidherungsweise

" 0,89 2
€ 1009 = 7Sm S 100% = 025% ~ 03 %
¢ 35524 —

S

Die lineare Niherungsformel liefert daher im Temperaturbereich von 0°C bis 40°C einen
um hochstens 0,3% zu groffen Wert fiir die Schallgeschwindigkeit c.

4 Die Niherungsformel liefert einen zu grofen Wert.
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Beispiel 6: Spiegelgalvanometer

Potenzreihenentwicklung, lineare Niherungsfunktion

Ein Spiegelgalvanometer ist ein empfindliches Drehspulmessgerdt fiir Gleichstrom. Die Spule
ist dabei an einem diinnen Metallband aufgehingt und mit einem Spiegel zwecks Ablesung
der vom Messstrom hervorgerufenen Drehung verbunden. Ein auf den Spiegel fallender Licht-
strahl erfdhrt bei einer Drehung des Spiegels um den Winkel ¢ eine Ablenkung um den
doppelten Winkel (Bild V-3). Dies bewirkt auf einer im Abstand a zum Spiegel angebrach-
ten Skala eine Verschiebung des reflektierten Lichtstrahls um die Strecke x gegeniiber der
Nulllage (stromloses Messgerit, Bild V-3a)).

Spiegel Spiegel
reflektierter
Y Lichtstrahl o\2 reflektierter
Lichtstrahl
a a
A cinfallender A cinfallender
Lichtstrahl Lichtstrahl
a) 0 Skala b) 0 Skala X .
Bild V-3

a) Welcher funktionale Zusammenhang besteht zwischen dem Drehwinkel ¢ und der Ver-
schiebung x auf der Skala?

b) Leiten Sie aus dieser Beziehung mittels Reihenentwicklung eine lineare Abhéngigkeit zwi-
schen den Groflen @ und x her und schitzen Sie den durch Reihenabbruch entstandenen

prozentualen Fehler groflenordnungsmdflig ab <Rechenbeispiel: il < 0,1).
a

Lehrbuch: Bd. 1, VI.3.2.3 und VI.3.3.1

Losung:
a) Aus Bild V-3b) folgt zunichst (aus dem eingezeichneten rechtwinkligen Dreieck)
X
tan 2¢) = —
an (2¢) =2

und daraus durch Umkehrung die gesuchte Beziehung

X 1 X
2@ = arctan (—) oder @ = — - arctan (—)
a 2 a
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b) Wir greifen auf die als bekannt vorausgesetzte Mac Laurinsche Reihe von arctan z zuriick
(siehe Formelsammlung, Abschnitt VI1.3.4):

I 5 1 5
arctanz = 7 — — 727 + — 2

-+ ... <1
so s d e (2=

. X .
Mit z = — wird daraus
a

won () <2 L@ L@ s

Damit erhalten wir fiir den Drehwinkel ¢ die folgende Reihenentwicklung :

R ORE PR IC RE IO

Durch Abbruch dieser Reihe nach dem ersten Glied ergibt sich die gewiinschte lineare
Ndherungsformel:

Der absolute Fehler Ag ist dabei von der Grifienordnung des ersten weggelassenen Rei-
hengliedes (die lineare Niherungsformel liefert einen zu groffen Wert.):

1 1 /x\3 1 /x\3
w3 L @10
>3 30 T\
Somit betrigt der prozentuale Fehler rund
1 /x\3
A 6 (*) 1 2
29 100%:67". (ﬁ) .100 %
¢ 1
2 \a
1
Rechenbeispiel : Fiir i < 0,1 ist der prozentuale Fehler kleiner als 3 % d. h. die lineare
a

Ndherungsformel liefert in diesem Bereich einen um rund 0,33% zu grofien Wert fiir den
Drehwinkel ¢.

Beispiel 7: Kapazitit einer elektrischen Doppelleitung

Potenzreihenentwicklung, Niherungsformel

Die in Bild V-4 im Querschnitt dargestellte elektrische Doppelleitung besteht aus zwei paral-
lelen Leitern (Drihten) mit der Linge [/ und dem Leiterradius R. Der Mittelpunktsabstand
der beiden Leitungen betrigt d = 2a. Die Kapazitit dieser Anordnung berechnet sich dann
nach der folgenden relativ komplizierten Formel:
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C = Tl Leiter Leiter

R\? R R
1= ()
a

£ elektrische Feldkonstante

x|

Bild V-4

Leiten Sie hieraus mittels Reihenentwicklung eine fiir R < a (d. h. diinne Drihte in groem
Abstand) giiltige Ndherungsformel zur Berechnung der Kapazitit her.

Losungshinweis: Entwickeln Sie zunichst den Wurzelausdruck unter Verwendung der Bino-
mischen Formel in eine Potenzreihe und brechen Sie diese dann nach dem ersten nicht kons-
tanten Glied ab.

Lehrbuch: Bd. 1, VI.3.2.3 und VI1.3.3.1

Losung:
Wir entwickeln den Wurzelausdruck mit Hilfe der Binomischen Formel

1 1-1 1 1
vl—x=(l—X)1/2=1—;x—mxz—...zl—gx—g)ﬁ—...

2
R

(mit |x| < 1; siehe Formelsammlung, Abschnitt VI.3.4). Mit x = <—> wird hieraus
a

) wea

Durch Abbruch dieser Reihe nach dem ersten nichtkonstanten Glied, d. h. hier also nach dem
quadratischen Glied erhalten wir die Ndherung

R\’ 1 (R\’ R?
- (-] =1—-——=—(—-) =1--—
a 2 \a 2a?
und somit fiir die Kapazitit der Doppelleitung die folgende fir R < a giiltige Ndherungs-

formel:

l l [
C ~ JTEQ _ JTTEQ _ JTTEQ _

a R? a R? 2a R
a _ N mlZ (2 - 2 «a K
In {R (1 +1 2a2>} n [R ( 202)} In (R 2a>

.7'[801

| 4a% — R?
n— "
2aR
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Beispiel 8: Relativistische Masse und Energie eines Elektrons

Potenzreihenentwicklung, Niherungspolynom

Die Masse m eines Elektrons ist keine absolute, sondern eine noch von der Elektronen-
geschwindigkeit v abhingige GroBe. Sie nimmt mit der Geschwindigkeit nach der sog. rela-
tivistischen Formel wie folgt zu:

mo
NE)
C

Dabei ist my = m (v = 0) die Ruhemasse des Elektrons und ¢ ~ 300000 km/s die Licht-
geschwindigkeit im Vakuum. Die kinetische Energie des Elektrons wird dann nach der Formel

Ekin = (m — I’)’IQ) C2

berechnet. Zeigen Sie mit Hilfe der Reihenentwicklung, dass dieser Ausdruck fiir sehr kleine
Elektronengeschwindigkeiten, d.h. fir v < ¢ in die aus der Elementarphysik bereits

1
bekannte Formel Ey;, = > mo v? ibergeht.

Lehrbuch: Bd. 1, VI.3.2.3 und VI1.3.3.1

Losung:
Wir gehen von der als bekannt vorausgesetzten Binomischen Reihe
1 1 —1)2 1 1-3

T a7V MR B

1 3
=1+ = —xr 4 1
+2x+8x+ (x| < 1)

2
aus (siehe Formelsammlung, Abschnitt VI.3.4). Mit x = (1> erhalten wir hieraus zu-
néchst ¢

1 1 v\2) V2 | 1 rv\2 3 /ov\*

S — (= = — (= — (= <

: v\ 2 ( (c)) + 2 (c) + 8 (c) + (v )
- ()

und damit die folgende Potenzreihenentwicklung fiir die relativistische Masse:

m(”:l_—(%)z:mO(l—(?)) =’”°<”E(?) +5 () +>
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Durch Abbruch der Reihe nach dem ersten nichtkonstanten Glied, d. h. hier also nach dem
quadratischen Glied ergibt sich die fiir v < ¢ giiltige Ndherungsformel

m(v) ~ mo (1 +% (%)2) — mo <1 +2v—;>

Fiir die kinetische Energie folgt daraus

2 2
Exin = (m — mg)c® ~ [mo <1 + 21)_62) - mo] = (mo + W;OCZ - mo) ¢ =

2
_ MoV .szimovz
2c¢? 2

Dies ist die bereits aus der Schulphysik bekannte Formel fiir die kinetische Energie, die somit
eine nur fiir kleine Geschwindigkeiten, d. h. fiir v < ¢ zuléssige Ndherung darstellt!

Beispiel 9: RC-Schaltung mit Rampenspannung

Potenzreihenentwicklung, Naherungsfunktionen

An die in Bild V-5 dargestellte RC-Schaltung wird zur

Zeit t = 0 durch SchlieBen des Schalters S eine linear R c
mit der Zeit ansteigende sog. Rampenspannung u = kt 4:'—| Ii
angelegt. Die Kondensatorspannung uc () wichst dabei il

im Laufe der Zeit vom Anfangswert uc(r = 0) = 0 uc(t)
aus nach dem folgenden Zeirgesetz:

uc(l‘)Zk{t—‘[(l—efi)}, t>0 4@_/8'.\‘1

R: ohmscher Widerstand; C: Kapazitit; & > 0: Kon- u =kt
stante; T = R C: Zeitkonstante

Bild V-5

a) Zeigen Sie mittels Reihenentwicklung, dass die Kondensatorspannung uc () in der An-
fangsphase, d. h. fiir t < 1T nahezu quadratisch mit der Zeit t ansteigt.

b) Wie verhilt sich die Kondensatorspannung fiir ¢ > t?

Lehrbuch: Bd. 1, V1.3.2.3 und VL.3.3.1

Losung:

X

a) Aus der als bekannt vorausgesetzten Reihenentwicklung von e~ in der Form

2

1
=l x4 x4 (|x] < o0)

X
XX
¢ TR 2
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b)

(sieche Formelsammlung, Abschnitt VI.3.4) erhalten wir mit x = ¢/t die Potenzreihe

-t _ t+1(t>2 N | t+12 N
e 1T = —_ — — |—) — L. = - — — —
T 2 \t T 212

Fir + < 7, d.h. 1/t < 1 darf diese Reihe nach dem gquadratischen Glied abgebrochen
werden:

£ t+t2
- T 272

o
¢

Diese Ndherung setzen wir in das Zeitgesetz der Kondensatorspannung ein und erhalten

k[tfr(lfe*%)} zk[rr(l <1;+2’;>” _
k{t—r(1—1+%_2’_;” :k{,_fe_z’_jz” _

t? t? k
=k(t—t4+—) =k - —=—12
< +2r> 2t 27

Die Kondensatorspannung uc (t) steigt somit in der Anfangsphase quadratisch mit der
Zeit t an (Bild V-6a)).

uc(t)

Fiir + > 7 und somit 7/7 > 1 gilt e 7 ~ 0 und daher
e (t) = k[;- r(l - e*%)} ~ k[t —t(1 —0)] =k(r— 1) = kt — kt

Die Kondensatorspannung wéchst
somit fiir ¢ > v nur noch linear
mit der Zeit (Bild V-6b)).

Bild V-6 a) b)
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Beispiel 10: Freihingendes Seil (Seilkurve, Kettenlinie)

Losen einer Gleichung mittels Reihenentwicklung,
Ndherungsparabel

Bild V-7 zeigt ein freihdngendes Seil mit der
Spannweite 2/ = 20m und dem Durchhang
h = 1m. Die Hohe der beiden Tridger betrigt
H = 8 m. Die Funktionsgleichung dieser Seilkurve
(auch Kettenlinie genannt) ist dann in der Form

X

y:a«cosh(>+b, — 1 <x<1

a

darstellbar.

Bild V-7

a) Wie lauten die allgemeinen Bestimmungsgleichungen fiir die Kurvenparameter a und b?

b) Die unter a) gefundene transzendente Gleichung fiir den Parameter a ist exakt nicht
Iosbar. Losen Sie diese Gleichung ndherungsweise durch Reihenentwicklung der in ihr auf-
tretenden transzendenten Funktion und Abbruch dieser Reihe nach dem ersten nichtkons-
tanten Glied. Unter welcher Voraussetzung fiihrt diese Ndherung zu einem ,,verniinftigen*
Ergebnis? Zeigen Sie, dass diese Bedingung im vorliegenden Fall erfiillt ist. Welche Ndihe-
rungswerte besitzen somit die beiden Kurvenparameter a und b?

c) Zeigen Sie, dass die Seilkurve im vorliegenden Fall nahezu parabelformige Gestalt besitzt
und bestimmen Sie die Gleichung dieser Niherungsparabel.

Anmerkung: In Kapitel III, Beispiel 24 wird diese Aufgabe numerisch nach dem Newton-
schen Tangentenverfahren gelost.

Lehrbuch: Bd. 1, VI.3.2.3

Losung:
a) Die Seilkurve schneidet die y-Achse bei

y0) =a-coshO+b=a-1+b=a+b

Zwischen Triagerhohe H, Durchhang & und diesem Schnittpunkt besteht dann nach Bild
V-7 der folgende Zusammenhang:

yO)+h=H = a+b+h=H
Der Kurvenparameter b ist somit durch den Kurvenparameter a eindeutig bestimmt:

b=H—h—a
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b)

5)

Die Bestimmungsgleichung fiir a erhalten wir auf folgende Weise. Der Aufhingepunkt
P mit den Koordinaten x; = [ und y; = H liegt auf der Seilkurve. Daher ist

l l
H—a-cosh<>+b—a-cosh<>+H—h—a

a a

und somit

[
a-cosh<—>=a+h
a

Dies ist die gesuchte (transzendente) Bestimmungsgleichung fiir den Kurvenparameter a.

Aus der Formelsammlung (Abschnitt VI.3.4) entnehmen wir die Mac Laurinsche Reihe
fiir cosh x:
2 4
X X 1 1
hx=14+"—+"—+...=14+—x>4—x*+ ..
cosh x +2!+4!+ +2x tog (|x] < o0)

Mit x = I/a folgt hieraus durch Abbruch nach dem ersten nichtkonstanten Glied, d. h.
hier also nach dem quadratischen Glied

l 1 /1\* 12
Cosh(a) ~1+2<a> 71+ﬁ

Die (seitenvertauschte) transzendente Bestimmungsgleichung fiir a geht damit in die linea-
re Niherungsgleichung

1? 1? 1?
a+ha(1+2az>a+za Oder hzﬁ

tiber und besitzt die Ndherungslosung
12
“= 3

Der Abbruch der Reihe nach dem quadratischen Glied ist jedoch nur sinnvoll, wenn
l/a < 1 und somit [ < a ist. Dies ist immer dann der Fall, wenn wie in diesem Bei-
spiel h < list (h=1m,l=10m = h < I).

Die Ndherungslosung fiir die Kurvenparameter a und b lautet daher fiir die vorgege-
benen Werte wie folgt™:

2 (10m)*
a_ﬁ_2-1m_50m’ b=H-h—-—a=8-1-50m=—-43m

Die Seilkurve wird somit durch die Gleichung

X
y = 50m - cosh (0,02m~' - x) — 43m, —10 < =<10
m
beschrieben.
Das Tangentenverfahren von Newton fiihrt zu dem genaueren Ergebnis a = 50,1658 m, b = —43,1658 m (siche

Kapitel III, Beispiel 24).
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¢) Fiir ‘i‘ < 1, d.h. |x| < a darf die Reihenentwicklung der Hyperbelfunktion
a

X

cosh ( ) nach dem quadratischen Glied abgebrochen werden ®:

a

1 ituti 1 2 1
coshz ro 1 4 = g2 Substimtion (i) ~ 1+ — <£) =1+4+->x
2 Z:X/(l a 2 a 2a

Die Gleichung der Seilkurve geht dabei tiber in

1 1
y:a-cosh(i)—i-b::al—o——xz +b=a+—x*+b=
a 2a? 2a

1
:Exz—o—a—l—b

Dies ist die Gleichung einer nach oben gedffneten achsensymmetrischen Parabel mit dem
Scheitelpunkt S = (0;a + b). Mit den gefundenen Werten fiir ¢ und b erhalten wir

y=50m - cosh(0,02m’] cx) —43m = 00lm~ ' x>+ 7m

Beispiel 11: GaufBische Normalverteilung

Integration durch Potenzreihenentwicklung des Integranden

Die Messwerte und Messfehler einer Grofle x unterliegen in der Regel der sog. Gaufischen
Normalverteilung mit der Verteilungsdichtefunktion

x—u\ 2
fp(x)=;-e_%( ) p(x)

(—o0 < x < oo; Bild V-8).
u: Mittelwert oder Erwartungswert

o: Standardabweichung

Bild V-8

Die Wahrscheinlichkeit P dafiir, dass ein Messwert in das Intervall a < x < b fillt, ist
dabei durch das Integral

gegeben. Zeigen Sie: Rund 68,3 % aller Messwerte liegen zwischen 4 — o und u + o (ent-
spricht der grau unterlegten Fldche in Bild V-8).

9 Diese Bedingung ist wegen |x| < [ und I < a erfiillt.
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