
V Taylor- und Fourier-Reihen

Beispiel 1: Fallgeschwindigkeit mit und ohne Ber�cksichtigung des
Luftwiderstandes

Grenzwertbestimmung mittels Reihenentwicklung

In Kapitel IV (Beispiel 14) wird f�r die Fallgeschwindigkeit v die folgende Abh�ngigkeit
vom Fallweg s hergeleitet:

v ¼
ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi

mg

k
1 � e�

2 k
m

s

� �
s

, s � 0

Diese Beziehung gilt unter der Voraussetzung, dass der Luftwiderstand R dem Quadrat der
Fallgeschwindigkeit proportional ist: R ¼ k v 2:

m: Masse des aus der Ruhe heraus frei fallenden K�rpers; g: Erdbeschleunigung; k > 0:
Reibungskoeffizient

Zeigen Sie mit Hilfe der Reihenentwicklung, dass man aus dieser Beziehung mittels Grenz-

�bergang k ! 0 das bekannte Fallgesetz f�r den luftleeren Raum v ¼ ffiffiffiffiffiffiffiffiffi
2 g s

p
erh�lt.

Anmerkung: In Kapitel III (Beispiel 21) wird diese Aufgabe mit Hilfe der Grenzwertregel

von Bernoulli und de L’Hospital gel�st.

Lehrbuch: Bd. 1, VI.3.3.3

L�sung:
Die direkte Ausf�hrung des Grenz�berganges k ! 0 f�hrt zu einem unbestimmten Aus-

druck
1). Wir entwickeln daher zun�chst die Exponentialfunktion e�

2 k
m

s in eine Potenzreihe,
wobei wir von der bekannten Mac Laurinschen Reihe der e-Funktion ausgehen (siehe Formel-
sammlung, Abschnitt VI.3.4):

e x ¼ 1 þ x

1 !
þ x 2

2 !
þ x 3

3 !
þ . . . ¼ 1 þ x þ x 2

2
þ x 3

6
þ . . .

Mit x ¼ � 2 k

m
s wird hieraus die (alternierende) Reihe

e� 2 k
m

s ¼ 1 � 2 k

m
s þ 2 k 2

m 2
s 2 � 4 k 3

3m 3
s 3 þ � . . .
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1) Der Ausdruck unter der Wurzel strebt f�r k ! 0 gegen den unbestimmten Ausdruck „
0

0
“ (siehe hierzu auch

Beispiel 21 in Kapitel III).
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Somit ist

1 � e�
2 k
m

s ¼ 1 � 1 � 2 k

m
s þ 2 k 2

m 2
s 2 � 4 k 3

3m 3
s 3 þ � . . .

� �

¼

¼ 2 k

m
s � 2 k 2

m 2
s 2 þ 4 k 3

3m 3
s 3 � þ . . .

und die Abh�ngigkeit der Fallgeschwindigkeit v vom Fallweg s l�sst sich damit auch in
der Form

v ¼
ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi

mg

k

2 k

m
s � 2 k 2

m 2
s 2 þ 4 k 3

3m 3
s 3 � þ . . .

� �
s

¼

¼
ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi

2 g s � k

m
s 2 þ 2 k 2

3m 2
s 3 � þ . . .

� �
s

darstellen. Der Grenz�bergang k ! 0, d. h. der �bergang zum freien Fall im luftleeren

Raum (der Luftwiderstand R verschwindet f�r k ! 0), bereitet nun keine Schwierigkeiten
mehr und f�hrt zu dem aus dem Physikunterricht bekannten Fallgesetz

v ¼ lim
k! 0

ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi

2 g s � k

m
s 2 þ 2 k 2

3m 2
s 3 � þ . . .

� �
s

¼

¼
ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi

2 g � lim
k! 0

s � k

m
s 2 þ 2 k 2

3m 2
s 3 � þ . . .

� �
s

¼
ffiffiffiffiffiffiffiffiffi

2 g s
p
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s

Bild V-1 zeigt die Abh�ngigkeit der Fall-

geschwindigkeit vom Fallweg im luftleeren

Raum und unter Ber�cksichtigung des Luft-

widerstandes 2).

s

v

vE

ohne Luftwiderstand

mit Luftwiderstand

Bild V-1

2) Bei Ber�cksichtigung des Luftwiderstandes strebt die Fallgeschwindigkeit gegen den Endwert vE ¼
ffiffiffiffiffiffiffi
mg

k

r

, der

(theoretisch) nach unendlich langer Fallstrecke erreicht wird. Das Fallgesetz l�sst sich dann auch in der Form

v ¼ vE �
ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi

1 � e�
2 k
m

s

q

, s � 0

darstellen (siehe hierzu auch Kapitel II, Beispiel 23).
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Beispiel 2: Elektrischer Widerstand zwischen zwei koaxialen
Zylinderelektroden (Hohlzylinder)

Potenzreihenentwicklung, N�herungspolynome

Der elektrische Widerstand R zwischen zwei koaxialen Zylinderelektroden wird nach der
Formel

R ¼ 1

2p j l
� ln r a

r i

� �

, r a > r i

berechnet (Querschnitt siehe Bild V-2).

r i : Innenradius; r a : Außenradius; l : L�nge der Elektroden; j : Leitf�higkeit des Materials
zwischen den Elektroden

a) Dr�cken Sie den Widerstand R zun�chst durch die

(positive) Gr�ße x ¼ r a � r i

r i
aus und entwickeln

Sie anschließend die Funktion R ðxÞ in eine Mac

Laurinsche Reihe.

b) Leiten Sie anschließend aus der unter a) gewonnenen
Reihenentwicklung f�r den Sonderfall x � 1, d. h.
d ¼ r a � r i � r i N�herungsformeln 1. und 2.
Ordnung zur Berechnung des Widerstandes R her.

Lehrbuch: Bd. 1, VI.3.2.1 und VI.3.3.1

L�sung:
a) Es ist

r a

r i
¼ r a þ ðr i � r iÞ

r i
¼ r i þ ðr a � r iÞ

r i
¼ r i

r i
þ r a � r i

r i
¼ 1 þ x

und somit

R ðxÞ ¼ 1

2p j l
� ln ð1 þ xÞ , x > 0

Wir setzen nun f ðxÞ ¼ ln ð1 þ xÞ und entwickeln diese Funktion nach Mac Laurin in
eine Potenzreihe:

leitender Hohlzylinder

(Leitfähigkeit )k

ra

r i
d

Bild V-2
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f ðxÞ ¼ ln ð1 þ xÞ ) f ð0Þ ¼ ln 1 ¼ 0

f 0 ðxÞ ¼ 1

1 þ x
¼ ð1 þ xÞ� 1 ) f 0 ð0Þ ¼ 1

f 00 ðxÞ ¼ � ð1 þ xÞ� 2 ) f 00 ð0Þ ¼ � 1

f 000 ðxÞ ¼ 2 ð1 þ xÞ� 3 ) f 000 ð0Þ ¼ 2

.

.

.
.
.
.

Somit ist

f ðxÞ ¼ ln ð1 þ xÞ ¼ f ð0Þ þ f 0 ð0Þ
1 !

x 1 þ f 00 ð0Þ
2 !

x 2 þ f 000 ð0Þ
3 !

x 3 þ . . . ¼

¼ 0 þ 1

1 !
x 1 � 1

2 !
x 2 þ 2

3 !
x 3 � þ . . . ¼

¼ x � 1

2
x 2 þ 1

3
x 3 � þ . . . ð0 < x 
 1Þ

und die Widerstandsformel l�sst sich damit auch durch die Reihe

R ðxÞ ¼ 1

2p j l
� ln ð1 þ xÞ ¼ 1

2p j l
x � 1

2
x 2 þ 1

3
x 3 � þ . . .

� �

ð0 < x 
 1Þ

darstellen.

b) Mit x ¼ r a � r i

r i
¼ d

r i
lautet die Reihenentwicklung wie folgt:

R ðdÞ ¼ 1

2p j l

d

r i

� �

� 1

2

d

r i

� �2

þ 1

3

d

r i

� �3

� þ . . .

" #

ð0 < d 
 r iÞ

F�r x � 1, d. h. d � r i lassen sich hieraus durch Abbruch nach dem 1. bzw. 2. Rei-
henglied die gew�nschten N�herungsformeln 1. bzw. 2. Ordnung gewinnen. Sie lauten:

1: Näherung: R � 1

2p j l
� d

r i

� �

2: Näherung: R � 1

2p j l

d

r i

� �

� 1

2

d

r i

� �2
" #
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Beispiel 3: Temperaturabh�ngigkeit der Dichte eines Festk�rpers

Potenzreihenentwicklung, lineare N�herungsfunktion

Die Dichte r eines Festk�rpers h�ngt wie folgt von der Temperatur J ab:

r ðJÞ ¼ r 0

1 þ gJ

Dabei ist r 0 die Dichte bei J 0 ¼ 0 �C und g der r�umliche Ausdehnungskoeffizient.

a) Beschreiben Sie die Temperaturabh�ngigkeit der Dichte r durch eine lineare N�herungs-

funktion. In welcher Gr�ßenordnung liegt der dabei entstandene prozentuale Fehler?

b) Wie groß ist die mit dieser N�herungsfunktion berechnete prozentuale Abnahme der Dich-
te r f�r eine Stahlkugel, wenn diese von J 0 ¼ 0 �C auf J 1 ¼ 100 �C erw�rmt wird
(g ¼ 3,3 � 10� 5=�C)?

Lehrbuch: Bd. 1, VI.3.2.3 und VI.3.3.1

L�sung:

a) Wir gehen von der Binomischen Formel

1

1 þ x
¼ ð1 þ xÞ� 1 ¼ 1 � x þ x 2 � þ . . . ð j x j < 1Þ

aus (siehe Formelsammlung, Abschnitt VI.3.4). Mit x ¼ gJ wird daraus

1

1 þ gJ
¼ 1 � gJ þ ðgJÞ 2 � þ . . . ð jgJ j < 1Þ

und die Temperaturabh�ngigkeit der Dichte l�sst sich daher auch durch die Potenzreihe

r ðJÞ ¼ r 0

1 þ gJ
¼ r 0 � 1

1 þ gJ
¼ r 0 ð1 � gJ þ ðgJÞ 2 � þ . . .Þ

beschreiben. F�r jgJ j � 1 d�rfen wir diese Reihe nach dem ersten nichtkonstanten

Glied, hier also nach dem linearen Glied abbrechen 3) und erhalten die folgende lineare

N�herungsfunktion:

r ðJÞ ¼ r 0 ð1 � gJÞ

Der dabei entstandene absolute Fehler Dr liegt in der Gr�ßenordnung des nichtber�ck-
sichtigten quadratischen Reihengliedes (die N�herungsformel liefert einen zu kleinen

Wert):

Dr � r 0 ðgJÞ 2

3) Die Bedingung jgJ j � 1 ist in der Praxis erf�llt, da g in der Gr�ßenordnung ð10� 6
. . . 10� 5Þ K� 1 liegt.
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Der entsprechende prozentuale Fehler betr�gt somit n�herungsweise

Dr

r
� 100% ¼ r 0 ðgJÞ 2

r 0 ð1 � gJÞ � 100% ¼ ðgJÞ 2
1 � gJ

� 100%

b) r 1 ¼ r ðJ 1Þ ¼ r 0 ð1 � gJ 1Þ

Die Dichte�nderung betr�gt

Dr ¼ r 1 � r 0 ¼ r 0 ð1 � gJ 1Þ � r 0 ¼ r 0 ð1 � gJ 1 � 1Þ ¼ � r 0 gJ 1

Die Dichte nimmt somit um den Wert r 0 gJ 1 ab. Daraus ergibt sich der folgende Wert
f�r die prozentuale Abnahme der Dichte:

Dr

r 0

	
	
	
	

	
	
	
	 � 100% ¼ r 0 gJ 1

r 0

� 100% ¼ gJ 1 � 100% ¼

¼ 3,3 � 10� 5 ð�CÞ� 1 � 100 �C � 100% ¼ 0,33%

Beispiel 4: Magnetische Feldst�rke in der Mitte einer
stromdurchflossenen Zylinderspule

Potenzreihenentwicklung, N�herungspolynom

Eine aus N Windungen bestehende Zylinderspule mit der L�nge l und dem Durchmesser d

wird von einem Strom der St�rke I durchflossen. Das magnetische Feld besitzt dann in der
Mitte der Zylinderspule eine magnetische Feldst�rke vom Betrag

H ¼ N I

l
� 1

ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi

1 þ d

l

� �2
s

a) Leiten Sie f�r den Fall d � l (d. h. f�r eine im Verh�ltnis zum Durchmesser lange Spu-
le) durch Reihenentwicklung des Wurzelausdruckes eine erste N�herungsformel zur Be-
rechnung der magnetischen Feldst�rke H her.

b) In welcher Gr�ßenordnung liegt dabei der prozentuale Fehler der nach der N�herungsfor-
mel berechneten magnetischen Feldst�rke H, wenn der Durchmesser der Spule 10% der
Spulenl�nge betr�gt?

Lehrbuch: Bd. 1, VI.3.2.3 und VI.3.3.1
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L�sung:
a) Wir setzen x ¼ d

l

� �2

und entwickeln die Funktion
1
ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
1 þ x

p ¼ ð1 þ xÞ� 1=2 nach der

Binomischen Formel (siehe Formelsammlung, Abschnitt VI.3.4):

1
ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
1 þ x

p ¼ 1

ð1 þ xÞ 1=2
¼ ð1 þ xÞ� 1=2 ¼ 1 � 1

2
x þ 1 � 3

2 � 4 x 2 � þ . . . ¼

¼ 1 � 1

2
x þ 3

8
x 2 � þ . . . ð j x j < 1Þ

Somit ist

1
ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi

1 þ d

l

� �2
s ¼ 1 þ d

l

� �2
 !� 1=2

¼ 1 � 1

2

d

l

� �2

þ 3

8

d

l

� �4

� þ . . .

und

H ¼ N I

l
� 1

ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi

1 þ d

l

� �2
s ¼ N I

l
1 � 1

2

d

l

� �2

þ 3

8

d

l

� �4

� þ . . .

 !

Durch Abbruch dieser f�r d < l g�ltigen Reihenentwicklung nach dem 2. Glied erhalten
wir eine erste N�herungsformel zur Berechnung der magnetischen Feldst�rke H. Sie lau-
tet:

H ¼ N I

l
1 � 1

2

d

l

� �2
 !

¼ N I

l
� 2 l

2 � d 2

2 l 2
¼ N I ð2 l 2 � d 2Þ

2 l 3

b) Der absolute Fehler DH liegt in der Gr�ßenordnung des ersten weggelassenen Reihen-
gliedes und betr�gt somit n�herungsweise (die N�herungsformel liefert einen zu kleinen

Wert):

DH ¼ N I

l
� 3

8

d

l

� �4

Der prozentuale Fehler ist daher

DH

H
� 100% ¼

N I

l
� 3

8

d

l

� �4

N I

l
1 � 1

2

d

l

� �2
 ! � 100% ¼

3

8

d

l

� �4

1 � 1

2

d

l

� �2 � 100%
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F�r das vorgegebene Verh�ltnis
d

l
¼ 0,1 erhalten wir einen prozentualen Fehler von

DH

H
� 100% ¼

3

8
� 0,1 4

1 � 1

2
� 0,1 2

� 100% ¼ 0,0038% � 0,004%

Die N�herungsformel liefert einen nur um rund 0,004% zu kleinen Wert.

Beispiel 5: Temperaturabh�ngigkeit der Schallgeschwindigkeit in Luft

Potenzreihenentwicklung, lineare N�herungsfunktion

Die Temperaturabh�ngigkeit der Schallgeschwindigkeit c in Luft wird durch die Funktions-
gleichung

c ðJÞ ¼ 331
m

s
�

ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi

1 þ J

273,15 �C

s

beschrieben (J: Temperatur in �C). Entwickeln Sie diesen Wurzelausdruck mit Hilfe der all-
gemeinen Binomischen Formel in eine Potenzreihe und leiten Sie daraus durch Reihenabbruch
eine lineare N�herungsformel zur Berechnung der Schallgeschwindigkeit c her. Der dabei
entstandene prozentuale Fehler soll f�r den Temperaturbereich 0 �C 
 J 
 40 �C gr�ßen-

ordnungsm�ßig abgesch�tzt werden.

Lehrbuch: Bd. 1, VI.3.2.3 und VI.3.3.1

L�sung:

Wir setzen x ¼ J

273,15 �C
und entwickeln die Wurzel

ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
1 þ x

p
nach der allgemeinen Bino-

mischen Formel

ð1 þ xÞ n ¼ 1 þ
n

1

� �

x 1 þ
n

2

� �

x 2 þ . . .

(siehe Formelsammlung, Abschnitt VI.3.4) f�r n ¼ 1=2:

ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi

1 þ x
p

¼ ð1 þ xÞ 1=2 ¼ 1 þ
1

2
1

0

@

1

A x 1 þ
1

2
2

0

@

1

A x 2 þ . . . ðj x j 
 1Þ

Die Binomialkoeffizienten haben dabei die folgenden Werte:

1

2
1

0

@

1

A ¼
1

2
1

¼ 1

2
,

1

2
2

0

@

1

A ¼

1

2

� �

� � 1

2

� �

1 � 2 ¼ � 1

8
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Somit ist

ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi

1 þ x
p

¼ 1 þ 1

2
x � 1

8
x 2 þ � . . . ðj x j 
 1Þ

und die Temperaturabh�ngigkeit der Schallgeschwindigkeit c l�sst sich daher auch durch die
folgende Potenzreihe beschreiben:

c ðJÞ ¼ 331 1 þ 1

2

J

273,15 �C

� �

� 1

8

J

273,15 �C

� �2

þ � . . .

" #

m

s

Im Temperaturintervall 0 �C 
 J 
 40 �C bewegt sich die Gr�ße x ¼ J

273,15 �C
zwi-

schen den Werten 0 und 0,1464 und kann somit als klein gegen�ber 1 betrachtet werden.
Durch Reihenabbruch nach dem 2. Glied erhalten wir dann die gew�nschte lineare N�he-

rungsformel. Sie lautet:

c ðJÞ ¼ 331 1 þ 1

2

J

273,15 �C

� �
 �
m

s
¼ 331 1 þ J

546,3 �C

� �
m

s

Der absolute Fehler Dc liegt dabei in der Gr�ßenordnung des ersten weggelassenen Reihen-
gliedes 4):

Dc � 331 � 1

8

J

273,15 �C

� �2 m

s

Bei der H�chsttemperatur von J ¼ 40 �C ergeben sich f�r die Schallgeschwindigkeit c

und ihren absoluten Fehler Dc somit folgende Werte:

c ¼ 331 1 þ 40 �C

546,3 �C

� �
m

s
¼ 355,24

m

s
,

Dc ¼ 331 � 1

8

40 �C

273,15 �C

� �2 m

s
¼ 0,89

m

s

Der prozentuale Fehler betr�gt demnach n�herungsweise

Dc

c
� 100% ¼

0,89
m

s

355,24
m

s

� 100% ¼ 0,25% � 0,3%

Die lineare N�herungsformel liefert daher im Temperaturbereich von 0 �C bis 40 �C einen
um h�chstens 0,3% zu großen Wert f�r die Schallgeschwindigkeit c.

4) Die N�herungsformel liefert einen zu großen Wert.
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Beispiel 6: Spiegelgalvanometer

Potenzreihenentwicklung, lineare N�herungsfunktion

Ein Spiegelgalvanometer ist ein empfindliches Drehspulmessger�t f�r Gleichstrom. Die Spule
ist dabei an einem d�nnen Metallband aufgeh�ngt und mit einem Spiegel zwecks Ablesung
der vom Messstrom hervorgerufenen Drehung verbunden. Ein auf den Spiegel fallender Licht-
strahl erf�hrt bei einer Drehung des Spiegels um den Winkel j eine Ablenkung um den
doppelten Winkel (Bild V-3). Dies bewirkt auf einer im Abstand a zum Spiegel angebrach-
ten Skala eine Verschiebung des reflektierten Lichtstrahls um die Strecke x gegen�ber der
Nulllage (stromloses Messger�t, Bild V-3a)).

a) Welcher funktionale Zusammenhang besteht zwischen dem Drehwinkel j und der Ver-

schiebung x auf der Skala?

b) Leiten Sie aus dieser Beziehung mittels Reihenentwicklung eine lineare Abh�ngigkeit zwi-
schen den Gr�ßen j und x her und sch�tzen Sie den durch Reihenabbruch entstandenen

prozentualen Fehler gr�ßenordnungsm�ßig ab

�

Rechenbeispiel:
x

a

 0,1

�

.

Lehrbuch: Bd. 1, VI.3.2.3 und VI.3.3.1

L�sung:
a) Aus Bild V-3b) folgt zun�chst (aus dem eingezeichneten rechtwinkligen Dreieck)

tan ð2jÞ ¼ x

a

und daraus durch Umkehrung die gesuchte Beziehung

2j ¼ arctan
x

a

� �

oder j ¼ 1

2
� arctan x

a

� �

x

f f

f

a) 0 0Skala Skalab)

a a

Spiegel Spiegel

reflektierter
Lichtstrahl reflektierter

Lichtstrahl

einfallender
Lichtstrahl

einfallender
Lichtstrahl

Bild V-3
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b) Wir greifen auf die als bekannt vorausgesetzte Mac Laurinsche Reihe von arctan z zur�ck
(siehe Formelsammlung, Abschnitt VI.3.4):

arctan z ¼ z � 1

3
z 3 þ 1

5
z 5 � þ . . . ð j z j 
 1Þ

Mit z ¼ x

a
wird daraus

arctan
x

a

� �

¼ x

a
� 1

3

x

a

� �3
þ 1

5

x

a

� �5
� þ . . . ðx 
 aÞ

Damit erhalten wir f�r den Drehwinkel j die folgende Reihenentwicklung :

j ¼ 1

2
� arctan x

a

� �

¼ 1

2

x

a
� 1

3

x

a

� �3
þ 1

5

x

a

� �5
� þ . . .


 �

ðx 
 aÞ

Durch Abbruch dieser Reihe nach dem ersten Glied ergibt sich die gew�nschte lineare

N�herungsformel :

j ¼ 1

2

x

a

� �

Der absolute Fehler Dj ist dabei von der Gr�ßenordnung des ersten weggelassenen Rei-
hengliedes (die lineare N�herungsformel liefert einen zu großen Wert.):

Dj � 1

2
� 1

3

x

a

� �3
¼ 1

6

x

a

� �3

Somit betr�gt der prozentuale Fehler rund

Dj

j
� 100% ¼

1

6

x

a

� �3

1

2

x

a

� � � 100% ¼ 1

3

x

a

� �2
� 100%

Rechenbeispiel: F�r
x

a

 0,1 ist der prozentuale Fehler kleiner als

1

3
% d. h. die lineare

N�herungsformel liefert in diesem Bereich einen um rund 0,33% zu großen Wert f�r den
Drehwinkel j.

Beispiel 7: Kapazit�t einer elektrischen Doppelleitung

Potenzreihenentwicklung, N�herungsformel

Die in Bild V-4 im Querschnitt dargestellte elektrische Doppelleitung besteht aus zwei paral-
lelen Leitern (Dr�hten) mit der L�nge l und dem Leiterradius R. Der Mittelpunktsabstand
der beiden Leitungen betr�gt d ¼ 2 a. Die Kapazit�t dieser Anordnung berechnet sich dann
nach der folgenden relativ komplizierten Formel:
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C ¼ p e 0 l

ln
a

R
1 þ

ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi

1 � R

a

� �2
s0

@

1

A

2

4

3

5

e 0 : elektrische Feldkonstante

Leiten Sie hieraus mittels Reihenentwicklung eine f�r R � a (d. h. d�nne Dr�hte in großem
Abstand) g�ltige N�herungsformel zur Berechnung der Kapazit�t her.

L�sungshinweis: Entwickeln Sie zun�chst den Wurzelausdruck unter Verwendung der Bino-

mischen Formel in eine Potenzreihe und brechen Sie diese dann nach dem ersten nicht kons-

tanten Glied ab.

Lehrbuch: Bd. 1, VI.3.2.3 und VI.3.3.1

L�sung:
Wir entwickeln den Wurzelausdruck mit Hilfe der Binomischen Formel

ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi

1 � x
p

¼ ð1 � xÞ 1=2 ¼ 1 � 1

2
x � 1 � 1

2 � 4 x 2 � . . . ¼ 1 � 1

2
x � 1

8
x 2 � . . .

(mit j x j 
 1; siehe Formelsammlung, Abschnitt VI.3.4). Mit x ¼ R

a

� �2

wird hieraus

ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi

1 � R

a

� �2
s

¼ 1 � 1

2

R

a

� �2

� 1

8

R

a

� �4

� . . . ðR 
 aÞ

Durch Abbruch dieser Reihe nach dem ersten nichtkonstanten Glied, d. h. hier also nach dem
quadratischen Glied erhalten wir die N�herung

ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi

1 � R

a

� �2
s

� 1 � 1

2

R

a

� �2

¼ 1 � R 2

2 a 2

und somit f�r die Kapazit�t der Doppelleitung die folgende f�r R � a g�ltige N�herungs-

formel :

C � p e 0 l

ln
a

R
1 þ 1 � R 2

2 a 2

� �
 � ¼ p e 0 l

ln
a

R
2 � R 2

2 a 2

� �
 � ¼ p e 0 l

ln
2 a

R
� R

2 a

� � ¼

¼ p e 0 l

ln
4 a 2 � R 2

2 a R

� �

LeiterLeiter

d = 2a

R R

Bild V-4
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Beispiel 8: Relativistische Masse und Energie eines Elektrons

Potenzreihenentwicklung, N�herungspolynom

Die Masse m eines Elektrons ist keine absolute, sondern eine noch von der Elektronen-

geschwindigkeit v abh�ngige Gr�ße. Sie nimmt mit der Geschwindigkeit nach der sog. rela-
tivistischen Formel wie folgt zu:

m ¼ m ðvÞ ¼ m 0
ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi

1 � v

c

� �2
r

Dabei ist m 0 ¼ m ðv ¼ 0Þ die Ruhemasse des Elektrons und c � 300 000 km=s die Licht-

geschwindigkeit im Vakuum. Die kinetische Energie des Elektrons wird dann nach der Formel

E kin ¼ ðm � m 0Þ c 2

berechnet. Zeigen Sie mit Hilfe der Reihenentwicklung, dass dieser Ausdruck f�r sehr kleine
Elektronengeschwindigkeiten, d. h. f�r v � c in die aus der Elementarphysik bereits

bekannte Formel E kin ¼ 1

2
m 0 v

2 �bergeht.

Lehrbuch: Bd. 1, VI.3.2.3 und VI.3.3.1

L�sung:
Wir gehen von der als bekannt vorausgesetzten Binomischen Reihe

1
ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi

1 � x
p ¼ 1

ð1 � xÞ 1=2
¼ ð1 � xÞ� 1=2 ¼ 1 þ 1

2
x þ 1 � 3

2 � 4 x 2 þ . . . ¼

¼ 1 þ 1

2
x þ 3

8
x 2 þ . . . ðj x j < 1Þ

aus (siehe Formelsammlung, Abschnitt VI.3.4). Mit x ¼ v

c

� �2
erhalten wir hieraus zu-

n�chst

1
ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi

1 � v

c

� �2
r ¼ 1 � v

c

� �2
� �� 1=2

¼ 1 þ 1

2

v

c

� �2
þ 3

8

v

c

� �4
þ . . . ðv < cÞ

und damit die folgende Potenzreihenentwicklung f�r die relativistische Masse:

m ðvÞ ¼ m 0
ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi

1 � v

c

� �2
r ¼ m 0 1� v

c

� �2
� �� 1=2

¼ m 0 1þ 1

2

v

c

� �2
þ 3

8

v

c

� �4
þ . . .

� �
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Durch Abbruch der Reihe nach dem ersten nichtkonstanten Glied, d. h. hier also nach dem
quadratischen Glied ergibt sich die f�r v � c g�ltige N�herungsformel

m ðvÞ � m 0 1 þ 1

2

v

c

� �2
� �

¼ m 0 1 þ v 2

2 c 2

� �

F�r die kinetische Energie folgt daraus

E kin ¼ ðm � m 0Þ c 2 � m 0 1 þ v 2

2 c 2

� �

� m 0


 �

c 2 ¼ m 0 þ m 0 v
2

2 c 2
� m 0

� �

c 2 ¼

¼ m 0 v
2

2 c 2
� c 2 ¼ 1

2
m 0 v

2

Dies ist die bereits aus der Schulphysik bekannte Formel f�r die kinetische Energie, die somit
eine nur f�r kleine Geschwindigkeiten, d. h. f�r v � c zul�ssige N�herung darstellt!

Beispiel 9: RC-Schaltung mit Rampenspannung

Potenzreihenentwicklung, N�herungsfunktionen

An die in Bild V-5 dargestellte RC-Schaltung wird zur
Zeit t ¼ 0 durch Schließen des Schalters S eine linear

mit der Zeit ansteigende sog. Rampenspannung u ¼ k t

angelegt. Die Kondensatorspannung uC ðtÞ w�chst dabei
im Laufe der Zeit vom Anfangswert uC ðt ¼ 0Þ ¼ 0
aus nach dem folgenden Zeitgesetz :

uC ðtÞ ¼ k t � t 1 � e� t
t

� �h i

, t � 0

R: ohmscher Widerstand; C : Kapazit�t; k > 0: Kon-
stante; t ¼ RC : Zeitkonstante

a) Zeigen Sie mittels Reihenentwicklung, dass die Kondensatorspannung uC ðtÞ in der An-

fangsphase, d. h. f�r t � t nahezu quadratisch mit der Zeit t ansteigt.

b) Wie verh�lt sich die Kondensatorspannung f�r t 
 t?

Lehrbuch: Bd. 1, V1.3.2.3 und VI.3.3.1

L�sung:
a) Aus der als bekannt vorausgesetzten Reihenentwicklung von e� x in der Form

e� x ¼ 1 � x

1 !
þ x 2

2 !
� þ . . . ¼ 1 � x þ 1

2
x 2 � þ . . . ðj x j < 1Þ

R

u = kt

S

t = 0

C

i
u ( t )C

Bild V-5
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(siehe Formelsammlung, Abschnitt VI.3.4) erhalten wir mit x ¼ t=t die Potenzreihe

e�
t
t ¼ 1 � t

t
þ 1

2

t

t

� �2

� þ . . . ¼ 1 � t

t
þ t 2

2 t 2
� þ . . .

F�r t � t, d. h. t=t � 1 darf diese Reihe nach dem quadratischen Glied abgebrochen
werden:

e�
t
t � 1 � t

t
þ t 2

2 t 2

Diese N�herung setzen wir in das Zeitgesetz der Kondensatorspannung ein und erhalten

uC ðtÞ ¼ k
h

t � t
�

1 � e�
t
t

� i

� k t � t 1 � 1 � t

t
þ t 2

2 t 2

� �� �
 �

¼

¼ k t � t 1 � 1 þ t

t
� t 2

2 t 2

� �
 �

¼ k t � t
t

t
� t 2

2 t 2

� �
 �

¼

¼ k t � t þ t 2

2 t

� �

¼ k � t 2

2 t
¼ k

2 t
t 2

Die Kondensatorspannung uC ðtÞ steigt somit in der Anfangsphase quadratisch mit der
Zeit t an (Bild V-6a)).

b) F�r t 
 t und somit t=t 
 1 gilt e� t
t � 0 und daher

uC ðtÞ ¼ k t � t 1 � e�
t
t

� �h i

� k ½ t � t ð1 � 0Þ 	 ¼ k ðt � tÞ ¼ k t � k t

Die Kondensatorspannung w�chst
somit f�r t 
 t nur noch linear

mit der Zeit (Bild V-6b)).

t t

uC uC

u ~ tC
2

u ~ ( t – )C t

– k t

a) b)Bild V-6
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Beispiel 10: Freih�ngendes Seil (Seilkurve, Kettenlinie)

L�sen einer Gleichung mittels Reihenentwicklung,

N�herungsparabel

Bild V-7 zeigt ein freih�ngendes Seil mit der
Spannweite 2 l ¼ 20 m und dem Durchhang
h ¼ 1 m. Die H�he der beiden Tr�ger betr�gt
H ¼ 8 m. Die Funktionsgleichung dieser Seilkurve
(auch Kettenlinie genannt) ist dann in der Form

y ¼ a � cosh x

a

� �

þ b , � l 
 x 
 l

darstellbar.

a) Wie lauten die allgemeinen Bestimmungsgleichungen f�r die Kurvenparameter a und b?

b) Die unter a) gefundene transzendente Gleichung f�r den Parameter a ist exakt nicht

l�sbar. L�sen Sie diese Gleichung n�herungsweise durch Reihenentwicklung der in ihr auf-
tretenden transzendenten Funktion und Abbruch dieser Reihe nach dem ersten nichtkons-

tanten Glied. Unter welcher Voraussetzung f�hrt diese N�herung zu einem „vern�nftigen“
Ergebnis? Zeigen Sie, dass diese Bedingung im vorliegenden Fall erf�llt ist. Welche N�he-

rungswerte besitzen somit die beiden Kurvenparameter a und b?

c) Zeigen Sie, dass die Seilkurve im vorliegenden Fall nahezu parabelf�rmige Gestalt besitzt
und bestimmen Sie die Gleichung dieser N�herungsparabel.

Anmerkung: In Kapitel III, Beispiel 24 wird diese Aufgabe numerisch nach dem Newton-

schen Tangentenverfahren gel�st.

Lehrbuch: Bd. 1, VI.3.2.3

L�sung:
a) Die Seilkurve schneidet die y-Achse bei

y ð0Þ ¼ a � cosh 0 þ b ¼ a � 1 þ b ¼ a þ b

Zwischen Tr�gerh�he H, Durchhang h und diesem Schnittpunkt besteht dann nach Bild
V-7 der folgende Zusammenhang:

y ð0Þ þ h ¼ H ) a þ b þ h ¼ H

Der Kurvenparameter b ist somit durch den Kurvenparameter a eindeutig bestimmt:

b ¼ H � h � a

x

y

Seil

P2 P1

l l

h

H

Bild V-7
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Die Bestimmungsgleichung f�r a erhalten wir auf folgende Weise. Der Aufh�ngepunkt
P 1 mit den Koordinaten x 1 ¼ l und y 1 ¼ H liegt auf der Seilkurve. Daher ist

H ¼ a � cosh l

a

� �

þ b ¼ a � cosh l

a

� �

þ H � h � a

und somit

a � cosh l

a

� �

¼ a þ h

Dies ist die gesuchte (transzendente) Bestimmungsgleichung f�r den Kurvenparameter a.

b) Aus der Formelsammlung (Abschnitt VI.3.4) entnehmen wir die Mac Laurinsche Reihe

f�r cosh x :

cosh x ¼ 1 þ x 2

2 !
þ x 4

4 !
þ . . . ¼ 1 þ 1

2
x 2 þ 1

24
x 4 þ . . . ðj x j < 1Þ

Mit x ¼ l=a folgt hieraus durch Abbruch nach dem ersten nichtkonstanten Glied, d. h.
hier also nach dem quadratischen Glied

cosh
l

a

� �

� 1 þ 1

2

l

a

� �2

¼ 1 þ l 2

2 a 2

Die (seitenvertauschte) transzendente Bestimmungsgleichung f�r a geht damit in die linea-

re N�herungsgleichung

a þ h ¼ a 1 þ l 2

2 a 2

� �

¼ a þ l 2

2 a
oder h ¼ l 2

2 a

�ber und besitzt die N�herungsl�sung

a ¼ l 2

2 h

Der Abbruch der Reihe nach dem quadratischen Glied ist jedoch nur sinnvoll, wenn
l=a � 1 und somit l � a ist. Dies ist immer dann der Fall, wenn wie in diesem Bei-
spiel h � l ist ðh ¼ 1 m, l ¼ 10 m ) h � lÞ.
Die N�herungsl�sung f�r die Kurvenparameter a und b lautet daher f�r die vorgege-
benen Werte wie folgt 5):

a ¼ l 2

2 h
¼ ð10 mÞ 2

2 � 1 m ¼ 50 m , b ¼ H � h � a ¼ ð8 � 1 � 50Þm ¼ � 43 m

Die Seilkurve wird somit durch die Gleichung

y ¼ 50 m � cosh ð0,02 m� 1 � xÞ � 43 m , � 10 
 x

m

 10

beschrieben.

5) Das Tangentenverfahren von Newton f�hrt zu dem genaueren Ergebnis a ¼ 50,1658 m, b ¼ � 43,1658 m (siehe
Kapitel III, Beispiel 24).
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c) F�r
x

a

	
	
	

	
	
	 � 1, d. h. j x j � a darf die Reihenentwicklung der Hyperbelfunktion

cosh
x

a

� �

nach dem quadratischen Glied abgebrochen werden 6) :

cosh z � 1 þ 1

2
z 2 ��������!Substitution

z¼ x=a
cosh

x

a

� �

� 1 þ 1

2

x

a

� �2
¼ 1 þ 1

2 a 2
x 2

Die Gleichung der Seilkurve geht dabei �ber in

y ¼ a � cosh x

a

� �

þ b � a 1 þ 1

2 a 2
x 2

� �

þ b ¼ a þ 1

2 a
x 2 þ b ¼

¼ 1

2 a
x 2 þ a þ b

Dies ist die Gleichung einer nach oben ge�ffneten achsensymmetrischen Parabel mit dem
Scheitelpunkt S ¼ ð0; a þ bÞ. Mit den gefundenen Werten f�r a und b erhalten wir

y ¼ 50 m � cosh ð0,02 m� 1 � xÞ � 43 m � 0,01 m� 1 � x 2 þ 7 m

Beispiel 11: Gaußsche Normalverteilung

Integration durch Potenzreihenentwicklung des Integranden

Die Messwerte und Messfehler einer Gr�ße x unterliegen in der Regel der sog. Gaußschen
Normalverteilung mit der Verteilungsdichtefunktion

j ðxÞ ¼ 1
ffiffiffiffiffiffiffi

2p
p

� s
� e � 1

2
x� m
sð Þ 2

ð�1 < x < 1; Bild V-8Þ:
m: Mittelwert oder Erwartungswert

s : Standardabweichung

Die Wahrscheinlichkeit P daf�r, dass ein Messwert in das Intervall a 
 x 
 b f�llt, ist
dabei durch das Integral

P ða 
 x 
 bÞ ¼ 1
ffiffiffiffiffiffiffi

2p
p

� s
�
ðb

a

e
� 1

2
x�m
sð Þ 2

dx

gegeben. Zeigen Sie: Rund 68,3% aller Messwerte liegen zwischen m � s und m þ s (ent-
spricht der grau unterlegten Fl�che in Bild V-8).

x

f(x)

m s– m s+m

Bild V-8

6) Diese Bedingung ist wegen j x j 
 l und l � a erf�llt.
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