
Potenz- & Exponentiafunktionen
ANALYSIS Kapitel 4

MNProfil - Gymnasiale Mittelstufe

Ronald Balestra
CH - 8046 Zürich
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4 Potenz- & Exponentialfunktionen

Wir werden in diesem Kapitel zwei weitere Funktionstypen kennenlernen:

Die Potenzfunktionen
Die Exponentialfunktionen

Den algebraischen Hintergrund haben wir schon kennengelernt, in

ALGEBRA Kapitel 4 :
Potenzen, Wurzeln & Logarithmen

und somit sind uns die folgenden Begriffe und Zusammenhänge schon bekannt:

• Die Potenzen & Exponenten,

• Die Potenzgesetze,

• Die Potenz- & Exponentialgleichungen
und deren Lösungsverfahren,

• Der Logarithmus und seine Gesetze.

Wir werden uns insbesondere mit den Graphen der Potenz- & Exponential-
funktionen beschäftigen und hierfür Mathematica und das freeware-Programm
GeoGebra zur Anwendung bringen.
Weiter werden wir uns mit Hilfe der Graphen der Funktionen mit den Begriffen
Symmetrieeigenschaften, Monotonieverhalten und Beschränktheit auseinander-
setzen und die Umkehrfunktion einführen. Abschliessend werden wir noch das
exponentielle Wachstum und Anwendungsbeispiele diskutieren.
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4.1 Repetition: Die Algebraischen Grundlagen

Bevor wir analytisch in das Thema der Potenz- & Exponentialfunktionen ein-
steigen, wollen wir den uns schon bekannten algebraischen Hintergrund bzgl.
Potenzen & Logarithmen in Erinnerung rufen:
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4.2 Repetition: Der Graph einer quadratischen Funktion

Um uns wieder mit dem Begriff des Graphen einer Funktion vertraut zu ma-
chen, beginnen wir zur Repetition mit einer Aufgabe zu den Quadratischen
Funktionen:

Aufgaben 4.1 Bestimme die Funktionsgleichung einer beliebigen quadra-
tischen Funktion f(x) und . . .

1. stelle sie im Folgenden graphisch dar und

2. bestimme . . .

(a) die Nullstellen und den Achsenabschnitt,

(b) das Minimum und das Maximum,

(c) {x ∈ D(f) | f(x) > 0}

Löse die Aufgabe ”von Hand” und kontrolliere deine Resultate mit Mathematica

und/oder mit GeoGebra.
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4.3 Die Potenzfunktionen

Def.: Eine Funktion f : D(f) ⊂ R → W(f) ⊂ R heisst eine
Potenzfunktion :⇔ f(x) = xa, a ∈ R.

Wir unterscheiden die folgenden Fälle:

Natürlicher Exponent ⇒ f(x) = xn, n ∈ N
{

n gerade,
n ungerade.

Negativer Exponent ⇒ f(x) = x−n, n ∈ N
{

n gerade,
n ungerade.

Rationaler Exponent ⇒ f(x) = x
1
n , n ∈ N

Aufgaben 4.2 Mach dir ein Bild vom Verlauf der zugehörigen Graphen.

Hinweise:

•

•

•

•

Wir werden die graphischen Darstellung verwenden, um die Begriffe Be-
schränktheit, Monotonie und Symmetrie zu definieren und zu diskutieren.
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1. Fall: Natürlicher Exponent, wobei wir unterscheiden . . .
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2. Fall:
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2. Fall: Negativer Exponent, wobei wir auch hier unterscheiden . . .
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2. Fall:
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3. Fall: Rationaler Exponent
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Zusammenfassung:

Analysis-Aufgaben: Potenz- & Exponentialfunktionen 1
(Zugehörige Lösungen)
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4.4 Exponential- & Logarithmusfunktionen

Def.: Eine Funktion f : D(f) ⊂ R → W(f) ⊂ R heisst eine
Exponentialfunktion :⇔ f(x) = ax, a ∈ R>0\{1}.

Aufgaben 4.3 Untersuche den Einfluss des Parameters a auf den Verlauf
des zugehörigen Graphens und diskutiere das Symmetrie-
und Monotonieverhalten und die Beschränktheit.

Mit Hilfe der obigen Diskussion lassen sich nun Definitions- und Wertebe-
reich genauer spezifizieren:

D(f) =
W(f) =
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4.4.1 Eigenschaften der Exponentialfunktion mathematisch
bewiesen . . .

Wir werden unsere graphisch gemachten Festellungen jetzt noch mathematisch
beweisen:
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Def.: Eine Funktion f : D(f) ⊂ R → W(f) ⊂ R heisst eine
Logarithmusfunktion :⇔ f(x) = loga x, a ∈ R>0\{1}.

Aufgaben 4.4 Untersuche den Einfluss des Parameters a auf den Verlauf
des zugehörigen Graphens und diskutiere das Symmetrie-
und Monotonieverhalten und die Beschränktheit.

Mit Hilfe der obigen Diskussion lassen sich auch hier Definitions- und Wer-
tebereich genauer spezifizieren:

D(f) =
W(f) =
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4.4.2 Eigenschaften der Logarithmusfunktion mathematisch
bewiesen . . .

Wir werden unsere graphisch gemachten Festellungen jetzt noch mathematisch
beweisen:

Was fällt beim Vergleich von Exponential- & Logarithmusfunktion mit glei-
cher Basis auf?

Analysis-Aufgaben: Potenz- & Exponentialfunktionen 2
(Zugehörige Lösungen)
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4.5 Die Umkehrfunktion - ein Puzzle in 7 Runden

Verwende hierzu die folgenden Unterlagen:

Der Link . . .
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Ein gemeinsames Beispiel zum Wiedereinstieg:

Aufgaben 4.5 Wir betrachten die folgende Funktion:

f(x) = x2 + 2x− 3

• Skizziere den Graphen von f ,

• Konstruiere den Verlauf der zugehörigen ”Umkehr-
funktion”,

• Bestimme die Funktionsgleichung von f−1 mit Anga-
be der Definitions- und Wertebereiche.
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Aufgaben 4.6 Untersucht die folgenden Funktionstypen auf ihre Invertier-
barkeit:

• Affine Funktionen,

• Potenzfunktionen mit geradem positven/ negativen
Exponenten

• Potenzfunktionen mit ungeradem positiven/ negativen
Exponenten

• Potenzfunktionen mit rationalen Exponenten

• Exponatialfunktionen,

• Logarithmusfunktionen.

Analysis-Aufgaben: Potenz- & Exponentialfunktionen 3
(Zugehörige Lösungen)
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4.6 Wachstums- & Zerfallsprozesse

Wir werden in diesem Abschnitt

das exponentielle Wachstum und
den exponentiellen Zerfall

besprechen.
Das sind Prozesse, mit der folgenden Eigenschaft:

In gleich grossen (Zeit-)Intervallen ändert sich der Funktionswert
um den gleichen Faktor.

4.6.1 Zinseszinsformel

Wir beginnen mit einem klassischen Beispiel:

Beispiel 4.1 Die Zinseszinsformel

Wir gehen von der folgenden Situation aus

Startkapital: K0 = Fr. 100.-
Jahreszins: p = 15%

und wollen die Entwicklung des Kapitals in den nächsten
Jahren untersuchen:

• nach 1 Jahr:

• nach 2 Jahren:

• nach 3 Jahren:

• nach 4 Jahren:

• nach 10 Jahren:
...

• nach n Jahren:
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Was haben wir nun eigentlich bestimmt / gefunden?

Wir haben eine Funktionsgleichung . . . . . . . . . . . . . . . . . . , die

• das Wachstum des Kapitals beschreibt,
d.h.:

• und exponentiel ist, d.h.:

• und folgende graphische Darstellung hat:
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Weitere Anwendungen der Zinseszinsformel:

Wir gehen von einem Startkapital von K0 = Fr. 250’000.- und einem jähr-
lichen Zinsatz von p = 1, 75% aus.

1. Bestimme das Kapital nach

(a) 5 Jahren,

(b) 20 Jahren.

2. Nach wie vielen Jahren ist das Kapital auf 300’000.- Fr. angewachsen?

3. Nach wie vielen Jahren hat sich das Kapital verdoppelt?

4. Wie hoch müsste der jährliche Zinssatz sein, damit wir nach 10 Jahren
Millionäre sind?

5. Wie gross müsste das Startkapital sein, damit wir mit dem ursprünglichen
Jahreszins in 20 Jahren Millionäre sind?
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Aufgaben 4.7 Löse das vorherige Beispiel mit Hilfe elektronischer Mittel:

Wir gehen von einem Startkapital von K0 = Fr. 250’000.- und einem jähr-
lichen Zinsatz von p = 1, 75% aus.

1. Bestimme das Kapital nach

(a) 5 Jahren,

(b) 20 Jahren.

2. Nach wie vielen Jahren ist das Kapital auf 300’000.- Fr. angewachsen?

3. Nach wie vielen Jahren hat sich das Kapital verdoppelt?

4. Wie hoch müsste der jährliche Zinssatz sein, damit wir nach 10 Jahren
Millionäre sind?

5. Wie gross müsste das Startkapital sein, damit wir mit dem ursprünglichen
Jahreszins in 20 Jahren Millionäre sind?
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4.6.2 Exponentielles Wachstum

Bevor wir uns mit dem allgemeinen Funktionstyp des exponentiellen Wachstums
beschäftigen, noch ein weiteres Beispiel:

Beispiel 4.2 Wir untersuchen eine Bakterienkultur, welche heute
morgen um 08:00 aus 1000 Bakterien bestand und deren
Anzahl sich jede Stunde verdoppelt.

1. Bestimme eine Funktionsgleichung, welche den
Wachstumsprozess dieser Kultur beschreibt.

2. Bestimme die Anzahl Bakterien

(a) um 12:00,

(b) um 13:00,

(c) um 13:30,

(d) um 14:00.

3. Wann hat die Bakterienkultur die 100’000er Grenze
erreicht?

4. Wann bestand die Kultur

(a) aus 750,

(b) aus 500,

(c) aus 0 Baktereien.
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Auf Grund unserer bisherigen Erfahrungen können wir für die Darstellung
des exponentiellen Wachstum Folgendes formulieren:

Die Funktionsgleichung für das exponentielle Wachstum und den ex-
ponentiellen Zerfall ist von der folgenden Form:

f(t) = a · bt

mit •

•

•

Wir wollen unsere Vermutung noch beweisen.
Dazu müssen wir verifizieren, dass der Funktonstyp exponentielles Verhalten
aufweist, d.h. . . .

Beweis:

Da wir nun den Funktionstyp kennen, der das exponentielle Wachstum be-
schreibt, lässt sich die Funktionsgleichung für den Prozess leicht bestimmen,
denn um die zwei Unbekannten zu bestimmen brauchen wir nur zwei (vonein-
ander unabhängige) Eigenschaften des Prozesses zu kennen.
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Beispiel 4.3 2% der Oberfläche eines Teiches sind mit Algen bedeckt. In-
nerhalb von drei Tagen vervierfacht sich der Algenteppich.

1. Wie gross ist der algenbedeckte Anteil des Teichs nach
zwei Tagen?

2. Wie gross ist der algenbedeckte Anteil des Teichs nach
5,5 Tagen?

3. Wie gross war der algenbedeckte Anteil des Teichs vor
6 Stunden ?

4. In wie vielen Tagen ist der Teich zur Hälfte mit Algen
bedeckt?

5. In wie vielen Tagen sind 50% des Teichs algenfrei?

6. In wie vielen Tagen ist der ganze Teich algenbedeckt?

7. Vor wie vielen Tagen war keine Alge auf dem Teich?

8. Bestimme den Wachstumsfaktor so, dass der Teich
bei gleichen Anfangsbedingungen nach fünf Tagen
vollständig mit Algen bedeckt ist.
Bestimme das tägliche Wachstum in %.

Analysis-Aufgaben: Potenz- & Exponentialfunktionen 4
(Zugehörige Lösungen)
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4.6.3 Radioaktiver Zerfall

Wurde schon behandelt unter den Anwendungen in

ALGEBRA 4. Kapitel: Potenzen, Wurzeln & Logarithmen

Analysis-Aufgaben: Potenz- & Exponentialfunktionen 5
(Zugehörige Lösungen)
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4.6.4 Möglichkeiten zu Vertiefungen, Anwendungen

• Stetige Verzinsung,

• Weiterführende Populationsmöglichkeiten,

. . .
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4.7 Meine Zusammenfassung
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