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8 Integralrechnung

Wir werden uns im Folgenden mit dem zweiten zentralen Bereich der Analysis
beschiéiftigen, der Integralrechnung.

Die Integralrechnung wurde im 18. Jahrhundert vom Physiker Newton und
dem Mathematiker Leibniz unabhingig voneinander entwickelt und hat einen
sehr grossen Anwendungsbereich in den mathematisch-naturwissenschaftlichen
Féchern.

Wir werden uns einen ersten Zugang zur Integralrechnung iiber die Um-
kehrung der Differentialrechnung verschaffen und in einem zweiten Schritt mit
der Berechnung von Flichen zwischen Graph € x-Achse der Integralrechnung
anndhern. Mit Hilfe des Hauptsatzes der Differential- und Intergralrechnung wer-
den wir beide Wege vereinigen.

Weiter werden wir uns mit den iblichen Anwendungen zur Flichen- € Volumen-
berechnungen beschéftigen und schliessen den ersten Teil der Integralrechnung
mit selbstéindigen Arbeiten tiber Anwendungen in der Physik und den uneigent-
lichen Integralen ab.

Im letzten Teil werden wir einen kurzen Blick in das Gebiet der Differentialglei-
chungen werfen.

8.1 Uber die Umkehrung der Differentiation
zur Integration

Bekannt ist folgender Weg;:
fa) ")
wobei die folgenden Regeln zur Anwendung kommen:
°
o
o
.
In der Integralrechnung stehen wir vor der umgekehrten Situation:
f'(@) =% f(o)

d.h.: wir kennen die Ableitung einer Funktion und somit ....................
und wollen die zugehérigen Funktionen bestimmen.



Beispiel 8.1 Bekannt ist: f/'(z) = 2z
Bestimme alle Funktionen f(x), welche als 1. Ableitung
die Funktion f’(x) = 22 haben.

Losg.:

Notationen: e Wir verwenden Kleinbuchstaben fiir die Benennung
der vorgegebenen 1. Ableitung einer Funktion

f(x)

o Wir verwenden Grossbuchstaben fiir die zugehorigen
Stammfunktion
F(z)

und definieren: F'(x) = f(x)

Die Umformung von f zu F heisst integrieren.

Aufgaben 8.1 Bestimme jeweils die zugehorigen Stammfunktionen:

1 f(x) =1
2 g(z) ==z

3. h(z) = cosz

4. i(x) =22z — 2t +sinz
5 3@ =

6. k(z) = ¢

7. l(x) = 3x + 2e*



Aufgaben 8.2 Formuliere und beweise die Ableitungsregel fiir die Um-
kehrfunktion

und bestimme als Anwendung die Ableitung von arctan .

Aufgaben 8.3 Bestimme weiter die zugehorigen Stammfunktionen:

1

8. m(x) = 522
2

9 n(x)ian—i—l



Stammfunktionen lassen sich elementar oder mit Hilfe von Tabellen bestim-

mern:

Funktion f(z)

FEine Stammfunktion F'(z)

a

e“* sin(ax + b)
e* cos(ax + b)
sin(az + b)
cos(ax +b)

In| x|
1
cos? x




Aufgaben 8.4 Beweise aus der Tabelle die Zusammenhdinge (11), (14),
(16) und (18):






Aufgaben 8.5 Bestimme mit Hilfe der Tabelle jeweils die zugehdrigen

Stammfunktionen:
1
1. o(z) = ——
@) =7
1
2. p(x) = —
p(x) —

6. t(z) = e**sin(3z + 4)

7. u(z) = cosb



Aufgaben 8.6 Bestimme die zugehdrigen Stammfunktionen:

8

v/9¢2% + 36

2
1 + 3e% cos(5q — 6) +In7 —

Noch einige Bemerkungen:

Jede stetige Funktion ist integrierbar, hat aber nicht notwendigerweise eine
elementar bestimmbare Stammfunktion.

Wenn F(x) eine beliebige Stammfunktion von f(x) ist, so ist auch F(z) +
¢, mit ¢ € R eine Stammfunktion von f(z).
Alle Stammfunktionen von f(z) lassen sich somit in der Form

F(z) = F(z) 4+ ¢, mit c € R
darstellen.

Das Bestimmen samtlicher Stammfunktionen einer vorgegebenen Funkti-
on f(x) heisst integrieren

flo) ™ F(z),  mit F'(z) = f(z)

Analysis-Aufgaben: Integralrechnung 1
(Zugehérige Losungen)
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Eine Maturaaufgabe:

Eine Funktion f(x) von der Form f(z) = ax® + bx? + cx + d geht durch den
Koordinatenursprung und besitzt im Punkt W = (1/ — 2) einen Wendepunkt.
Weiter schneidet die Wendetangente die x - Achse an der Stelle ;1 = 2.

1. Bestimme die Koeffizienten a, b, ¢ und d.

2. Bestimme den Inhalt der Flidche, welche durch den Graphen von f und
den Graphen von g(z) = —2x begrenzt wird.

3. Bestimme das Volumen, das durch Rotation der Fliche um die x - Achse
entsteht.

4. Stelle die Situation aus 2. & 3. graphisch dar.



8.2 Uber die Flichenberechnung zur Integration

Wir wéhlen in diesem Abschnitt den 2 )
geometrischen Weg zur Einfithrung des v eend
(bestimmten) Integrals .

Das Ziel ist, den Flacheninhalt zwischen
dem Graphen einer Funktion und der

x-Achse iiber einem (bestimmten) ab- ’
geschlossenen Intervall [a, b] zu bestim- N
men. . a
2
Idee:

Beispiel 8.2 Wir wollen die Idee der dquidistanten Zerlegung in Ober-
und Untersummen am Beispiel der Fliache zwischen dem
Graphen der Normalparabel und der z-Achse iiber dem In-
tervall [1,2] anwenden:
(Wir wihlen eine Zerlegung in 5 dquidistante Streifen.)

10



Aufgaben 8.7 Schitze den Inhalt der Fldche zwischen der x-Achse und
dem Graphen der Normalparabel iber dem Intervall [1,2]

mit Hilfe einer Zerlegung in n = 10 dquidistante Streifen
ab.

Wir wollen unsere Abschétzungen mit GeoGebra und/oder mit Mathematica
kontrollieren und auf n = 100 verfeinern.

Aufgaben 8.8 Bestimme das kleinste n fiir einen Fehler < 1076.

11



Beispiel 8.3 Skizziere die folgenden Funktionen
1.f(a:):%—x ; a:%,bzl
2. g(z) =sinx a=0,b=27

und schétze den Inhalt der Fliche zwischen den Graphen
und der z-Achse iiber dem Intervall [a,b] auf drei Komma-
stellen genau:

12



Wir wollen nun das Problem der Fldchenberechnung verallgemeinern und
betrachten dazu die folgende graphische Darstellung:

1y

(Zur Vereinfachung soll unsere Funktion auf [a, b] stetig, oberhalb der z-Achse ver-
laufend und monoton steigend sein.)

Gesucht ist der Inhalt der Flidche A, welche durch den Graphen von f und
der x-Achse iiber dem Intervall [a, b] beschrinkt ist.

1. Schritt:

2. Schritt:

3. Schritt:

Beim Grenziibergang n — oo streben Unter- und Obersumme gegen einen
gemeinsamen, eindeutig bestimmten Grenzwert: ......
Dieser Grenzwert wird auch bezeichnet als das

13



Fiir die Bestimmung des Inhaltes der Fliache zwischen der z-Achse und dem
Graphen der Normalparabel iiber dem Intervall [1,2] verwenden wir ...

e die Integration:

e GeoGebra:

o Mathematica:

Bem.: e Schreibweise:

e Sprechweise:

¢ Notationen:

14



Wir greifen nochmals ein altes Beispiel auf:

Aufgaben 8.9 Bestimme dieses Mal genau den Inhalt der Fliche zwischen
den Graphen und der x-Achse iiber dem Intervall [a,b]:

I.f(x):#—m ; a:%,bzl

2. g(z) =sinz a=0,b=2m

15



8.3 Der Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung

Mit Hilfe des Hauptsatzes wollen wir den Zusammenhang zwischen Differentia-
tion und Integration auf folgende einfache Formel bringen:

Theorem: Sei f:[a,b] = R stetig und F eine Stammfunktion von f .
Dann gilt:

[ f@ de=Fb) - F@) = F) !

Beweis: Wir werden in einem ersten Schritt den Beweis fiir ein unbestimm-
tes Integral fithren und dabei zeigen, dass jedes unbestimmte

Integral / f(t) dt eine Stammfunktion fir f(z) ist, d.h.: ...
Der Einfachheit halber nehmen wir wieder an, dass die Funktion
f(t) im gesamten Integrationsbereich oberhalb der xz-Achse

verlduft und dabei monoton wichst.

Wir definieren eine Integralfunktion

I(z) := /x f)de

und lassen die obere Integrationsgrenze um Az wachsen. Dabei
wéchst der Flicheninhalt um

Al = I(x + Az) — I(x)

Dieser Flachenzuwachs lédsst sich durch eine dussere und eine in-
nere Rechtecksflache abschitzen:

<A <L

16



Wir dividieren beidseitig durch Az:

Beim Grenziibergang Ax — 0 bleiben die Ungleichungen erhalten
und es folgt daraus:

Wir erhalten somit die folgenden Ungleichungen:

fla) < T'(x) < f(x)

die erfiillt sind, gdw. I'(z) = f(x)

Wir haben somit gezeigt, dass die erste Ableitung des unbestimmten
T
Integrals I(z) = / f(t) dt zum Integranden f(x) fithrt und somit

eine Stammfunktion fiir f(z) ist und damit alle Stammfunktionen
von der Form F(x) = I(z) + C sind.

Es folgt somit:

und zusammen:

17



Noch einige weitere Bemerkungen:

e Der Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung ermoglicht uns das
bestimmte Integral zu berechnen, wenn die dem Integranden zugehorige
Stammfunktion bekannt ist.

e Der Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung ldsst sich auch in
der folgenden Form darstellen:

Theorem: Jedes unbestimmte Integral

Plz) = / " b ar

ist eine Stammfunktion fiir f(x):

F) = [ 10 ¢t = P = £

o Weitere Bezeichnungen sind:

Hauptsatz der Infinitesimalrechnung
Fundamentalsatz der Infinitesimalrechnung

e Jedes unbestimmte Integral ldsst sich in der Form

/zf(t) dt = F(z) + C

darstellen, wobei F'(x) irgendeine Stammfunktion fiir f(z) und C eine von
der Integrationsgrenze a abhéingige (reelle) Konstante ist.

18



Wir wollen nun den Wert einiger elementar berechenbarer Integrale an fol-
genden Beispielen bestimmen und diskutieren:

2
Beispiel 8.4 . / 3.2t de =
1

Beachte:

2
° / —dz+ 2% do =

-1

Beachte:

19



1

3
Beispiel 8.5 ° / — dr =
1 x

Beachte:

Verifiziere Dein Resultat geometrisch:

20



8.4 Rechengesetze fiir (bestimmte) Integrale

Einige gut konditionierte Funktionen lassen sich mit Hilfe von speziellen In-
tegrationmethoden integrieren, welche auf die uns bekannten Ableitungsregeln
zuriickzufiihren sind.

Fiir den grossten Teil sind jedoch numerische Methoden notwendig.

Wir werden die vier géngigsten Methoden besprechen, welche sich elegant
aus den uns bekannten Ableitungsregeln herleiten lassen und setzen voraus, dass
die verwendeten Funktionen f und g jeweils differenzier- und integrierbar sind
und ¢ € R eine Konstante ist.

o Fiir Summen und Differenzen:

b
/ f(@) £ gla) dz =

Geht zurtick auf ...

o Fiir skalare Vielfache:

/abc~f(:v) de =

Geht zuriick auf ...

Bemerkung:

21



8.4.1 Die partielle Integration
e Fiir Produkte:

/a fa) - gla) de =

Geht zuriick auf ...

™
Beispiel 8.6 / x-sinx dx
0

22



Beispiel 8.7 Weitere Beispiele:

0 b
. / 21 - 23 dx
-3

1
. / z-e’ dx
0

. /x2efz dx

23



Aufgaben 8.10 Ldse mit der Unterscheidung aller Konstanten:

/x +2%e ™ — 2z cosx dx

Aufgaben 8.11 Beweise: /lna: de =z -(Inzx—1)+C

24



Beispiel 8.8 /e‘” -cosz dx

Aufgaben 8.12 Bestimme: /congc dx

Analysis-Aufgaben: Integralrechnung 2 / Aufgabe 1
(Zugehérige Losungen)
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8.4.2 Die Substitutionsregel

Ausgehend von der Kettenregel wollen wir noch die Substitutionsregel herleiten,
welche sich ebenfalls mit dem Integrieren eines Produktes befasst:

Satz:  (Die Substitutionsregel)
1 1
Sei g : [a,b] G Ic R, f:1I % R und F eine Stammfunktion

fiir f.
Dann gilt:
b g(b)
/ f(9(@)) - ¢'(2) do = / fla(x))dg
a g(a)
Beweis: (Fog)(s) = Flgx) ¢(x)

b
= [ fo)d @) dr = / (Fog)(z) da

a

_ ()
= Flo0

g(b)
= / f(g)dg
g(a)

Die Formel fiir die Substitutionsregel scheint fiir die Anwendung nicht sehr
hilfreich zu sein. Wir werden daher an einigen Beispielen die Anwendung gemein-
sam durchgehen und dabei insbesondere auf das hinweisen, was wir bendtigen:

eine innere Funktion,
deren Ableitung bis auf einen konstanten Faktor im Produkt vor-
kommt

26



Beispiel 8.9 Beispiele zur Anwendung:

1

2
0/72:8 dx
OZC+1

. /(2+4x)2 da

27



Aufgaben 8.13 Beweise: [tanz de =—In|cosz |+ C

28



Beispiel 8.10 /sin?’x dx =

Aufgaben 8.14 /0053:1: dr =

Analysis-Aufgaben: Integralrechnung 2 / Aufgabe 2
(Zugehérige Losungen)

29


http://www.ronaldbalestra.ch/Analysis/8_Integralrechnung/Aufg2.pdf
http://www.ronaldbalestra.ch/Analysis/8_Integralrechnung/Loesung2

Wir schliessen ab, mit zwei Anwendungen der Substitionsregel mit vorgege-
bener Substitution der Integrationsvariable:

0,5 1

0 V1—2x2

Beispiel 8.11 dx  mit x = z(t) = cost

1
Beispiel 8.12 / e’Ver +1dx mitx=x(t) =1Int
0

Analysis-Aufgaben: Integralrechnung 2
(Zugehérige Losungen)
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Zwei Beispiele zur Veranschaulichung eines ungiinstig gewdhltem Ansatzes
und einer ungeschickten Wahl:

Beispiel 8.13 Beweise: /tanx dx = —lIncosz+c

31



8.4.3 Die Partialbruchzerlegung - die einfachen Fille

Aufgaben 8.15 Im Sinne eines inverted classroom / flipped classroom
erarbeitet euch selbstindig die Grundlagen fir die An-
wendung der Partialbruchzerleqgung in der Integralrechnung.

Dazu folgendes Skript ... zu finden unter
der Link...

223 — 1422 + 14
Beispiel 8.14 / m x2 +4 z 130 dx
72 —

32
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2
5z +8
Beispiel 8.15 / T oorES gy
x4 — 622 +8x—3

33



Diskussion und Ausblick ...

Analysis-Aufgaben: Integralrechnung 2
(Zugehérige Losungen)
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https://ronaldbalestra.ch/dokumente/analysis/integralrechnung/aufgaben/Aufg2.pdf
https://ronaldbalestra.ch/dokumente/analysis/integralrechnung/loesungen/Loesung2.pdf

Aufgaben 8.16 Bestimme die Stammfunktionen:

a
/ (bx + ) dz

Beachte die Fallunterscheidungen.
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8.5 Eigenschaften des Integrals

Wir werden in diesem Abschnitt kurz die mathematisch interessanten Eigen-
schaften den Integrals zusammenstellen:

e Die Linearitdt

e Das Monotonieverhalten

e Das Vertauschen der Integrationsvariablen
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e Das Vertauschen der Integrationsgrenzen

e Das Zerlegen des Integrationsbereichs

e Und noch etwas tber unsrere Kopfe hinaus
Das Integral ist, bis auf einen konstanten Faktor, das einzige li-

neare, monotone und translationsinvariante Funktional auf dem
Vektorraum aller stetigen Funktionen f : R™ — R mit kompak-

tem Tréger.
(Forster: Analysis 1)
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Aufgaben 8.17 Formuliere und beweise den Mittelwertsatz der Integral-
rechnung.
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8.6 Erste Anwendungen

8.6.1 Flichenberechungen zwischen Graph & z-Achse

Das Ziel ist, mit Hilfe der Integralrechnung den Inhalt einer durch die Graphen
beliebiger Funktionen begrenzten Fliche zu bestimmen.
Wir beginnen mit folgendem Beispiel:

12
Beispiel 8.16 f(x) dz , mit f(z) = —1(z — 3)(x — 10)
0

Aus unserer Einfithrung in die Integralrechnung wissen wir einerseits, dass
das Integral als Fldchenfunktion den Flicheninhalt zwischen dem Graphen der
Funktion und der xz-Achse bestimmt, andererseits haben wir jetzt als Wert des
Integrals ... erhalten, was sicher nicht dem Flidcheninhalt entsprechen kann.
Wir wollen uns daher den Graphen von f etwas genauer betrachten:
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Wir wollen die Schritte zur Berechnung des Inhaltes der Fléiche zwischen dem
Graphen einer bekannten Funktion und der z-Achse iiber einem vorgegebenen
Intervall zusammenfassen:

1.
2.

Aufgaben 8.18 Wir betrachten die folgende Funktion:

7(2) = — g1 (2 + 3~ 3)(z ~ )

Berechne den Inhalt der Fliche zwischen dem Graphen von

f und der x-Achse iber [—5,7].

Analysis-Aufgaben: Integralrechnung 3
(Zugehérige Losungen)

40


https://ronaldbalestra.ch/dokumente/analysis/integralrechnung/aufgaben/Aufg3.pdf
https://ronaldbalestra.ch/dokumente/analysis/integralrechnung/loesungen/Loesung3.pdf

Beispiel 8.17 Wir verwenden weiter unsere Funktion

f(&) = — g7 (2 + 3~ 3)(z )

und wollen Méglichkeiten des TR € Mathematica zur Anwendung bringen:

1. Bestimme die obere Integrationsgrenze r so, dass der Flicheninhalt zwi-
schen dem Graphen von f und der a-Achse iiber [3, 6] gleich dem jenigen
iiber [6, r] ist.

S
2. Bestimme die obere Integrationsgrenz s so, dass gilt: / flx)yde =0
3

3. Bestimme die obere Intervallgrenze t so, dass der Flicheninhalt zwischen
dem Graphen von f und der z-Achse iiber [0, ¢] gleich 10 ist.
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8.6.2 Flachenberechungen zwischen zwei Graphen

Wir wollen uns nun noch mit der Fliache, begrenzt durch die Graphen zweier
Funktionen befassen und verwenden dazu die folgende graphische Darstellung;:

42

graph(f)
8 10 12 14 16
graph(g)
graph(?)
graph( 5 )
8 10 12 14 16



Aufgaben 8.19 Wir betrachten die folgenden Funktionen:
f(z)=sinz , g(z)=-sin(2z)

1. Berechne den Inhalt der durch den Graphen von f
und der x-Achse iber [0,27] begrenzten Fliche.

2. Berechne den Inhalt der durch den Graphen von g und
der x-Achse iber [—2m,0] begrenzten Fliche.
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Bestimme weiter ...

3. die durch die Graphen von f und g begrenzte Fliche iber [0, 47].

4. Due kleinste obere Intervallgrenze b, so dass der Inhalt der durch
f und g begrenzeten Fldche dber [0,b] gleich 12 ist.

Analysis-Aufgaben: Integralrechnung 4
(Zugehérige Losungen)
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https://ronaldbalestra.ch/dokumente/analysis/integralrechnung/aufgaben/Aufg4.pdf
https://ronaldbalestra.ch/dokumente/analysis/integralrechnung/loesungen/Loesung4.pdf

Aufgaben 8.20 Wir betrachten die folgenden Funktionen:

f(z) =kaxe' 2  und g(x) = ka2’ z € R, k>0

=46

o=

1 graph(f)

graph(g)

1. Begriinde, warum die Bezeichnungen der Graphen korrekt sind.

2. Beweise, dass der Hochpunkt von g mit dem Wendepunkt von
f zusammenfallt.

3. Zeige, dass es genau zwei Stellen gibt, an welchen f und g die
gleiche Steigung haben.

4. Beweise, dass S(z) = Ea2el =2 eine Stammfunktion von s(x) =
f(x) — g(x) ist.
5. Bestimme den Wert fiir k, fir welchen die beiden Graphen tber

dem Intervall von 0 bis zu deren Schnittstelle eine Fldche mit
Inhalt 1 einschliessen.

6. FEs sei k = 3 und die Gerade x = u schneidet die Graphen vor
deren Schnittstelle in den Punkten A und B. Der Punkt C soll
die Koordinaten (0/1) haben.

(a) Fiir welchen Wert von u ist der Flicheninhalt des Dreiecks
AABC am grissten ?

(b) Untersuche die Abhdngigkeit deines Ergebnisses von k.

7. Uberlege dir einen Lisungsansatz zur Berechnung des Flichen-
inhalts zwischen den Graphen nach deren Schnittstelle und be-
stimme das k so, dass beide Fldchen den gleichen Inhalt haben.
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8.7 Stereometrie

In der Stereometrie beschiiftigen wir uns mit geometrischen Objekten im (3-
dimensionalen) Raum. Hierzu gehort insbesondere die Volumen- und Ober-
flichenberechnung von Koérpern.

Unsere Ziele werden sein,

o die wichtigsten Korper kennenzulernen und deren Oberflichen und Volu-
men berechnen zu kénnen,

e das Prinzip von Cavalierie zu kennen und anwenden zu kénnen,

e Extremalwertaufgaben mit Hilfe der Differentialrechnung zu 16sen.

8.7.1 Bekannte Korper und wichtige Begriffe

Welche Koérper sind euch schon bekannt:
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Aufgaben 8.21 Charakterisiere und skizziere die obigen Kiorper und fasse
die Formeln zu deren Oberflichen- und Volumenberechnung
zusammen.
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Wichtige Sammelbegriffe:

e Polyeder

e Zylinderférmige Korper

e Prismen

e Spitzkérper

¢ Kugel

¢ Rotationssymmetrische Korper

e Stiimpfe

Weitere wichtige Begiffe sind:
e Grundfliche/ Deckfliche,
o Mantelfiiche,

e QOberfliche,

o Volumen.

welche wir am Beispiel eines geraden (Kreis-)Zylinders besprechen.

Y
N
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Aufgaben 8.22 Charakterisiere die Platonischen Koérper.
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8.7.2 Darstellungsmethoden

Was ist

Darstellungsmethoden sind:

e Grund-, Auf- und Seitenriss

e Netze

e Schragbild

o1



Aufgaben 8.23 Skizziere das Netz und das Schrdgbild
1. eines geraden Kreiskegels,
2. eines geraden Kreiszylinders,
3. eines Quaders

und berechne mit Hilfe der Netzdarstellung deren Mantel-
und Oberflichen.

Wir werden im folgenden mit den Schrdgbildern arbeiten und miissen uns
daher immer bewusst halten, dass wir damit ...
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8.7.3 Prinzip von Cavalieri

Wir beginnen mit der Volumenberechnung gerader Prismen und zylinderférmi-
ger Korper. Mit Hilfe des Prinzips von Cavalieri werden wir die Volumenfor-
meln fiir die zugehorigen schiefen Korper bestimmen. Unter der zusétzlichen
Verwendung der Strahlensétze und einer geschickten Zerlegung eines Prismas
in Pyramiden werden wir die Volumenformel fiir gerade und schiefe Spitzkorper
herleiten. Eine weitere nette Anwendung ist dann noch die Bestimmung des
Kugelvolumens.

Wir wissen schon, fiir welche Korper folgendes gilt: V =G - h

Das Prinzip von Cavalieri:

Stehen zwei Korper auf derselben Ebene E und erzeugt jede zu E par-
allele Fbene bei beiden Korpern Schnittfiichen mit gleichen Inhalt,
dann haben beide Korper dasselbe Volumen.

a

“Vorlage: T. Linnemann: Stereometrie
http://home.datacomm.ch/tolinnemann/leitstereo.pdf

Mit Hilfe des Prinzips von Cavalieri kénnen wir sagen, dass die obigen Vo-
lumenformeln auch fiir die zugehorigen schiefen Korper gelten.
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Wir wollen uns nun mit dem Volumen von Pyramiden beschéftigen und be-
trachten dazu zwei Pyramiden mit gleicher Grundfliche und gleicher Hohe, aber
von nicht gleicher Form.

Zuerst aber eine kurze Repetition der Strahlensdtze :

Mit Hilfe des 2. Strahlensatzes konnen wir festhalten, dass in beiden Pyrami-
den die zur Grundfliche parallelen Schnittflichen auf gleicher Hohe den gleichen
Flacheninhalt haben.

Somit folgt mit Hilfe des Satzes von Cavalieri ...

Damit folgt, dass das Volumen einer Pyramide nur von deren Grundfliche
und Hohe abhingig ist.

o4



Durch eine geschickte Zerlegung eines Prismas (dessen Volumen wir ausrech-
nen kénnen: V = ...... ) wollen wir nun die Volumenformel fiir eine Pyramide
herleiten:

Zur weiteren Veranschaulichung:
https://realmath.de/Neues/Klasse9/cavalieri/pyramidenvolumen.php
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https://realmath.de/Neues/Klasse9/cavalieri/pyramidenvolumen.php

Aufgaben 8.24 Leite mit Hilfe des Prinzips von Cavalieri die Volumenfor-
mel fiir eine Kugel her.

Verwende dazu die Vorlage von T. Linnemann:
http://home.datacomm.ch/tolinnemann/leitstereo.pdf
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Noch ausstehend ist die Formel zur Berechnung der Oberfliche einer Kugel.
Wir gehen dafiir analog vor, wie bei der Berechnung des Umfangs einer Kreises,
wo wir die Fléche in infinitesimale Sektoren zerlegt und diese zu einem Rechteck
zusammengefiigt haben.

Die Kugel werden wir dementsprechend in infinitesimale Pyramiden zerlegen:

a

“Vorlage: T. Linnemann: Stereometrie
http://home.datacomm.ch/tolinnemann/leitstereo.pdf

Analysis-Aufgaben: Integralrechnung - Stereometrie
(einige zugehorige Losungen)
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https://ronaldbalestra.ch/dokumente/analysis/integralrechnung/aufgaben/Aufg_Stereometrie.pdf
https://ronaldbalestra.ch/dokumente/analysis/integralrechnung/loesungen/Loesung_Stereometrie.pdf

Wir schliessen dieses Kapitel mit einer netten Anwendung der Differential-
rechnung:

Aufgaben 8.25 Finem geraden Kreiskegel mit dem Grundflichendurchmes-
ser d und der Hohe h wird ein Zylinder einbeschrieben.

1. Skizziere die Situation:

2. Bestimme das Verhdltnis der Zylinderhohe zur Kegelhdhe, wenn

(a) das Volumen des Zylinders mazimal sein soll.

(b) die Mantelfliche des Zylinders mazimal sein soll.
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und als Vorberereitung fiir das néichste Kapitel:

Aufgaben 8.26 Berechne die Manterfliche eines Kegelschnittes
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8.8 Weitere Anwendungen

8.8.1 Volumenberechungen eines Rotationskérpers

Wir beginnen mit einer Repetition der Flachenberechnung

graph(f)

und iibertragen die Idee auf den durch die Rotation um die x-Achse ent-
standenen Rotationskorper:

I graph(r)
\

Y

\ / graph )
\ /

Y
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Beispiel 8.18 Der Graph der Funktion f(z) = 0.5z wird iiber [0, 6] um
die z-Achse rotiert.

1. Skizziere die Situation:

y

2. Bestimme das Volumen des Rotationskorpers.

3. Verifiziere Dein Resultat mit Hilfe Deiner Kenntnisse
aus der Stereometrie.

4. Leite die allgemeine Formel fiir das Volumen eines
geraden / schiefen Kriskegels her.
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Beispiel 8.19 Der Graph der Funktion f(z) = /z wird um die z-Achse
rotiert.
Skizziere die Situation ...

Y

und bestimme den Volumeninhalt der iiber [0,6] ent-
steht.

8.8.2 Das Volumen bei der Rotation um die y-Achse
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Beispiel 8.20 Der Graph der Funktion g(z) = %xz wird um die x-Achse
rotiert.

1. Berechne den Volumeninhalt iiber [0, s], s € R>g

2. Berechne den Volumeninhalt iiber [0,s], s € Rxq,
wenn der Graph von g um die y-Achse rotiert wird.

3. Fiir welche Wahl von s, wird das Volumen bei beiden
Rotationen gleich gross?

Analysis-Aufgaben: Integralrechnung 5
(Zugehérige Losungen)
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8.8.3 Berechnung der Bogenlinge

Aufgaben 8.27 Als Vorberitung zur Berechnung der Bogenlinge, noch ein-
mal eine Zusammenstellung der Idee zur Flichen- € Volu-
menberechnung mit Hilfe der Integralrechnung:

Wir haben bei der Herleitung der Formel zur Berechnung des Volumeninhal-
tes von Rotationskorper einmal mehr festgestellt, dass das Integralzeichen eine
unendliche Summe darstellt:

/ ... = unendliche Summe

wobei wir bei der Flachenberechnung unendliche viele infinitesimale Fldchen-

elemente summiert haben
A:/dAz/f(x)dac

Skizze:
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und wir bei der Volumenberechnung unendlich viele infinitesimale Volumen-
elemente summiert haben

V:/dvz/wﬂ(x)dx

Skizze: 5

Die gleiche Idee kommt nun auch bei der Berechnung der Bogenlinge zur

Anwendung;:
s = / ds
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Beispiel 8.21 Wir betrachten die folgende graphische Darstellung;:

B =(4,442,5.129)

G (3,18)

F3(0,0)

Cﬂﬁo) D =(1.804, 0)

A=(0.225,-2.366)

Berechne den Inhalt und Umfang der durch die Graphen
von f und g beschrinkten Fliche.

Analysis-Aufgaben: Integralrechnung 6
(Zugehérige Losungen)
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8.8.4 Berechnung der Mantelfliche eines Rotationskérpers

Erarbeite selbstédndig die Formel zur Berechnung der Mantelfldche eines Rota-
tionskorpers:

Mogliche Quellen:

e L. Papula
Mathematik fiir Ingenieure & Naturwissenschaftler, Bd.1, Kap. 10.5
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Beispiel 8.22 Wir betrachten die folgenden Funktionen:

fx)= -2 +152+7 und g(x)=2®—22> 32

und die folgenden Fliachen:

A:

B:

ii.

ist die durch den Graphen von f und der z-Achse
begrenzte Flache,

ist die durch den Graphen von g und der z-Achse iiber
[—1,2] begrenzte Fliche.

Bestimme den Umfang und den Inhalt der Fliche A.

Bestimme den Inhalt der Oberfliche und des Volu-
mens des durch die Rotation der Fliche B um die
x-Achse entstandenen Rotationskorpers.
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8.8.5 Polynome 4. Grades & der goldene Schnitt

Interessante und anschauliche Eigenschaften der Polynom 4. Grades ...

schon zusammengestellt in einer Arbeit von Hans Walser fiir eine selbsténdige
Vertiefung durch die SchiilerInnen bestens geeignet.
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8.9 Anwendungen in der Physik

Die folgenden Themen sind selbstédndig in Gruppen zu erarbeiten und vor der
Klasse zu prisentieren:

8.9.1 Integration der Bewegungsgleichung

8.9.2 Arbeits- und Energiegréssen

e Kinetische Energie einer Masse
e Spannungsarbeit an einer elastischen Feder
e Arbeit im Gravitationsfeld der Erde

e Arbeit eines Gases

Als Vorlage dient uns

L. Papula
Mathematik fiir Ingenieure € Naturwissenschaftler, Bd.1, Kap. 10.1
und 10.6

Analysis-Aufgaben: Integralrechnung 7
(Zugehérige Losungen)
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8.10 Uneigentliche Integrale

Wir beginnen mit der Einfiihrung des Begriffs der uneigentlichen Integrale und
wollen diese Kapitel insbesondere mit einem griésseren Beispiel und einer grosse-
ren Aufgabe, in welchen die Methoden der Differential- & der Integralrechnung
zur Anwendung kommen, abschliessen.

Aufgaben 8.28 Definiere den Begriff des uneigentlichen Integrals:
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Aufgaben 8.29 Berechne ...

oo
° / e " dx
0
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Aufgaben 8.30 AM-SchiilerInnen gesucht:

e Lasst euch diese Aufgabe von einer/m AM-SchiilerIn vorldsen:

oo 2

X
—d
/,oo @12«
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e Sucht euch eine/n AM-SchiilerIn, mit welche/m ihr diese Auf-
gabe gemeinsam 16st:

/oo x—1 d
x
oo T3 442 + 4+ 1
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Aufgaben 8.31 Diese Aufgabe diirfen sich die AM-SchiilerInnen von BC-
SchiilerInnen vorldsen lassen:

1
/ zlnx dz
0

()



8.11 Ein etwas umfangreicheres Beispiel

8.11.1 Das Beispiel

Wir werden dieses (etwas umfangreichere Beispiel) gemeinsam und ausfiihrlich
besprechen, damit ihr die anschliessende Aufgabe selbstandig l6sen konnt.

Wir betrachten dazu die folgende Funktion:
fl@)=z-e'7"
1. Diskutiere f vollsténdig.

2. Beweise, dass

(a) die Wendetangente an f parallel zur Normalen an f verlduft, welche
durch den Ursprung geht,

(b) F(x) = (—x —1)-e'~% + ¢ eine Stammfunktion von f ist.
3. Bestimme den Inhalt und Umfang der folgenden Fléchen:

A ist die Fliache zwischen dem Graphen von f und der xz-Achse im 1.
Quadranten,

B st die Fliche zwischen dem Graphen von f, der y-Achse & der Wen-
detangente.

4. Bestimme den Punkt P = (xp/yp) € graph(f), fir den gilt:
d(P,Q) = min und Q = (1/0).
5. Bestimme den Punkt R = (zg/yr) € graph(f), fiir den gilt:
g >0und zg - ygr = mazx.
Stelle die Situation graphisch dar.

6. Bestimme den Inhalt und die Oberfliche des Volumens, dass durch die
Rotation der Flichen A, bzw B um die z-Achse entsteht.

7. (a) Approximiere den Graphen von f durch eine Parabel p(z), fiir die gilt:
max(p) = max(f) an der gleichen Stelle und (0/0) € graph(p)
und

(b) bestimme den maximalen Fehler iiber [0,1].
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8.11.2 Eine zugehorige Aufgabe und eine Anwendung

1. Wir betrachten die folgenden Funktionen:
a(z) = 3¢, b(z) = 5¢7*, f(z) = 5(e" +e7*)

(a) Skizziere die Graphen von a,b und f in einem Koordinatensystem.

(b) Bestimme den Inhalt und die Oberfliche des Volumens, dass durch
die Rotation der Fliche zwischen dem Graphen von f und der z-
Achse iiber [-1,1] um

i. die z-Achse,
ii. die y-Achse
ensteht.

(¢c) i. Bestimme eine Nidhrungsparabel p(z) fiir den Graphen von f,
welche an den Stellen z; = 0 und x93 = £1 mit f(z) tiberein-
stimmt.

ii. Bestimme den Fehler im Flicheninhalt zwischen den Graphen
von f und p iiber [-1,1].

iii. Beweise, dass die Naherungsparabel an den Stellen zs und x3
flacher als f(x) verlduft.

iv. Bestimme eine weitere Néherungsparabel ¢(z) fiir den Graphen
von f, welche dieses Mal nur an den Stellen z2 3 = £1 mit f(x)
iibereinstimmt, dort aber auch die gleiche Steigung haben soll.
Welcher Graph "hingt” mehr durch: graph(f) oder graph(q) ?
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2. Eine kleine Anwendung zum Schluss:

Eine Tordurchfahrt mit einer Breite von 4m und der Hohe h ist
durch eine an einer Kette hdngenden Plastikschiirze verhéngt.
Die Kette erfiillt die Gleichung f(z) = ez +e~% , bezogen auf
eine Koordinatensystem, dessen y-Achse senkrecht zum Boden
und durch die Mitte der Durchfahrt geht.

(a) Skizziere die Situation.
(b) Bestimme wie stark die Kette durchhéingt.

—~
o

) Bestimme den Winkel, unter welchem die Ketten gegen die Horizon-
tale hingt.

(d) Bestimme den Umfang und den Flicheninhalt der Plastikschiirze.
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Aufgaben 8.32 Recherchiere die folgenden begriffe:
o Kettenlinie
e sinh & cosh
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8.12 Differentialgleichungen

Fiir das MN-Profil verwenden wir hierfiir das folgende Skript:

Differentialgleichungen
ANALYSIS

MNprofil - gymnasiale Oberstufe

Ronald Balestra
CH - 8046 Ziirich
www.ronaldbalestra.ch
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