Analysis-Aufgaben: Rationale Funktionen 2

1. Teil Repetitionen zum Thema (bisherige) Funktionen

1. Die folgenden Funktionen sind gegeben:
fl@y=a-2> |, gla)=2"+4

(a) Bestimme die folgenden Funktionswerte/- gleichungen:

i f(-3) =

vil. go fog(—q) =
(b) Bestimme den Wertebereich W(f) von f fiir den Fall, dass der Defi-
nitionsbereich D(f) von f gleich [2,6] ist.

(¢) Bestimme W(g) fiir den Fall, dass D(g) = ]-1,2] ist.
(d) Bestimme den Achsenabschnitt von i f(z)

ii. g(z)

2. Die folgenden affinen Funktionen sind gegeben:
flz)=—-2x+5 g(x) =2x—2

(a) Skizziere die Situation in einem Koordinatensystem.

(b) Bestimme die Funktionsgleichung einer Geraden b(x), die parallel zu
f verlduft.

(¢) Bestimme die Funktionsgleichung einer Geraden c(x), die parallel zu
f verlduft und durch den Ursprung geht.

(d) Bestimme die Funktionsgleichung einer Geraden d(z), die parallel zu
f verlauft, durch den Ursprung geht und f irgendwo schneidet.

(e) Bestimme die Funktionsgleichung einer Geraden e(x), die parallel zu
f verlduft, durch den Ursprung geht und g im Punkt (3/4) schneidet.

(f) Bestimme den Schnittpunkt S von f mit g.
(g) Bestimme den Abstand von S zum Ursprung.
(h) Welcher der folgenden Punkte
A=(-33/-64), B=(-33/-68) oder C=(33/-66)

liegt auf dem Graphen von g7



3. Die Funktionsgleichung fiir den folgenden Graphen von f ist von der Form:

fz)=—2>+br+c , mitbcecR

graph(h)
graph(g)

graph(f)

(3.510)

(-8.5/0)

Weiter seien g und h Geraden, welche sich mit dem Graphen von f auf
der y-Achse schneiden.

(a) Bestimme die Funktionsgleichung fiir f.
(b) Bestimme den Achsenabschnitt von f(x).

(c) Beweise, dass die Geraden g und h nicht senkrecht aufeinander ste-
hen.

(d) Bestimme den Inhalt der eingefirbten Fliche.

(e) Bestimme den Abstand des Achsenabschnittes von f zu den Nullstel-
len von f.

(f) Bestimme die Funktionsgleichung einer Geraden, die parallel zu g
verlauft und f nicht schneidet.

(g) Bestimme die Funktionsgleichung einer Geraden, die parallel zu g
verlduft und f bertihrt.

(h) Bestimme das Maximum von f, g und h.

(i) Bestimme das Minimum von f, g und h auf [-5,2[.



4. Wir betrachten die folgenden quadratischen Funktionen:
f@)=(@x—-22-1 und g(x)=—(r—4)*+3

(a) Bestimme das Maximum/Minimum von f und von g.

(b) Bestimme den Achsenabschnitt und die Steigung der Geraden, welche
die Scheitelpunkte von f und g verbindet.

(c) Bestimme m so, dass h(z) = —(z —m)?+3 den Graphen von f
beriihrt.

(d) Bestimme n so, dass k(x) = —(z —4)?> +n  den Graphen von f
beriihrt.

5. Diskutiere am Beispiel des folgenden Graphen

graph(f)

die Fragen:
(a) Wie kannst du begriinden, dass die zugehorige Funktionsgleichung
kein Polynom 2.ter Ordnung ist?

(b) Wie lésst sich beweisen, dass das lokale Maximum auch das globale
Maximum ist?

(c) Wie lésst sich beweisen, dass das lokale Minimum nicht das globale
Minimum ist?

(d) Wie kannst du beweisen, dass die Funktion keine weiteren Nullstellen
hat?

(Es ist nur die Idee fiir den Beweis/die Beweisfithrung zu diskutieren.
Der Beweis selber ist nicht auszufiihren.)



6. Charakterisiere die Graphen der folgenden Funktionstypen:

Potenzfunktion mit geradem Exponenten,

Potenzfunktion mit ungeradem Exponenten,
Potenzfunktion mit negativem, geraden Exponenten,
Potenzfunktion mit negativem, ungeraden Exponenten,
Potenzfunktion mit einem Exponenten der Form %, n €N,
Exponentialfunktion mit natiirlicher Basis,
Exponentialfunktion mit negativer Basis,

Exponentialfunktion mit einer Basis a €]0, 1.

7. Bestimme die Umkehrfunktionen und wo nétig die Zerlegung des Defini-
tionsbereichs von folgenden Funktionen:
(Der Definitions- und Wertebereich der Umkehrfunktionen ist jeweils mitzube-

stimmen.)

(a) a(z) =2z +1,

(b) b(z) = 2%,

(c) c(x) =37,

(d) d(z) = e,

(e) flx)=4e,

(f) g(x) =22 +22+3

Bestimme mit Hilfe von GeoGebra, Mathematica oder deinem CAS-
fdhigen TR den Einfluss der Parameter in folgender Funktion:

f(x) =a-sin(bx + ¢)

Fithre durch eine geschickte Wahl der Parameter den Sinus in den
Cosinus iiber.



9. (a) Stelle die folgende Folgen graphisch dar und untersuche sie auf ihr
Monotonieverhalten und ihre Beschranktheit:

Ay, = n? —23n

(b) Bestimme die Anzahl Elemente innerhalb und ausserhalb der e-Umgebung
um den Grenzwert von folgender Folge:

2n +1

by =
n2+2n+1

, £ =0.001

10. In der folgenden Darstellung sehen wir eine unendliche geometrische Spria-
le mit ¢ = 0.8 und einem Anfangsdurchmesser von 5.

(a) Bestimme die Lange der Schneckenkurve, welche sich durch eine un-
endlich lange Fortsetzung der Konstruktion ergibt.

(b) Bestimme den Abstand des Zentrums der Schnecke vom Anfang der
Kurve.



11. Eine Bakterienkultur wichst pro Stunde um 15%.

(a) Stelle die Wachstumsfunktion in Abhéngigkeit von der Zeit ¢ dar und
mit beliebigen Startwert.

(b) Der Startwert sei um 12:00 1°000.
i. Bestimme die Anzahl Bakterien um 13:00, um 15:00, um 10:00.
ii. Um welche Zeit hat sich die Anzahl verdoppelt ?
iii. Zu welcher Zeit betrug die Anzahl Bakterien 500 ?
(c) Bestimme das prozentuale Wachstum pro Stunde, damit eine Bakte-
rienkultur von 2’500 Bakterien
i. sich von 08:00 auf 09:00 verdoppelt,
ii. sich von 16:30 auf 18:30 verdoppelt,
iii. sich innerhalb von drei Stunden verdoppelt.

12. Definiere den Begriff des exponentiellen Wachstums.

13. Der Tod von Tutanchamun wird auf 1323/1324 v.Chr festgelegt.
Bestimme den C'¢ - Gehalt, der notwendig ist, um dieses Datum zu
bestétigen.

(T1/2 von 014 ist 5700y)



2. Teil Gebrochen rationale Funktionen

14. Bestimme fiir die folgenden Funktionen

(4) a(e) = = ,

(b) b() = 3 f26;24i ;_ng 4’
(©) ela) = LH3EED

(@ dr) =5
SPERe S

23+ 622+ 11z +6
N 2+6x+9

e den Definitions- & Wertebereich,
e die Nullstellen,

e die Polstellen,

e die Asymptoten,

e skizziere jeweils den zugehorigen Graphen (dazu gehort auch die An-
gabe und das Einzeichnen der charakteristischen Grossen.)



15. Bestimme die Gleichung einer gebrochen-rationalen Funktion, die ...

zwei Nullstellen hat.

an der Stelle o = 3 eine dopppelte Nullstelle hat.
die Polstellen 1 = —4 und x5 = 1 hat.

keine Nullstelle und einen Pol hat.

)
)
)
)

(e) eine waagrechte Asymptote hat.

(f) y = —2x + 3 als eine schiefe Asymptote hat.
)
)
)

(j) xo = —2 als doppelte Nullstelle hat.

(k) zp = —2 als doppelte Nullstelle hat und an der Stelle 1 = 1 einen
Pol hat.

(1) ®y = —2 als doppelte Nullstelle hat und an der Stelle z; = 1 einen
Pol mit/ohne VZW hat.

(m) zop = —2 als doppelte Nullstelle hat, an der Stelle ; = 1 einen Pol
hat und die z-Achse als waagrechte Asymptote hat.

(n) zg = —2 als doppelte Nullstelle hat, an der Stelle ;7 = 1 einen Pol
hat und y = —z + ¢, q € R als schiefe Asymptote hat.

(o) Stelle deine Losung von (a) bis (o) graphisch dar und iiberpriife die
geforderten Bedingungen.



3. Teil Graphische Darstellung von Funktionen

16. Bestimme fiir die folgenden Graphen eine mogliche Funktionsgleichung;:

graph(g)

A=(0.5/1.3)

graph(f) Nullstelle = -1.4

B =(3.7gﬁ}~

Scheitelpunkt = (0.4 /-3.24)

Y

graph(h) Asymptote a(x) = 0.5x - 0.25

graph(i)
Nullstelle = -3 graph(i)

Nulistelle =3

Pol =-0.5 Pol=1

graph(h) Pol =-2

graph(i)

S

e e R S



graph(j)

P=(-4/0)

Doppelte Nulistelle x = -1

NS =2m

graph(k,)

graph(k,)

graph(n)

Asymptote = 0.5

(3/0)

graph(n)

und den Polen beix, ,=%2

graph(n)

Achsenabschnitt = -0.75

Uberpriife deine Losungen selber mit GeoGebra, Mathematica oder deinem

CAS-Taschenrechner.

10



16. Formuliert zu zweit ein Beispiel einer gebrochen-rationalen Funktion mit
einem Polynom von mindestens 2. Grades im Zahler und

e diskutiert vollstéindig euer Beispiel,

e stellt eure Funktion mit GeoGebra graphisch dar und beschriftet im
GeoGebra-File die charakterischschen Grossen aus der Diskussion.

Formuliert eure obigen Losungen wie folgt als Aufgaben:

Aufg i): ”Bestimme die Gleichung einer Funktion, wel-
che die folgenden FEigenschaften erfillt: 7

Aufg ii): ”"Bestimm fiir den folgenden Graphen
eine mogliche Funktionsgleichung.”

Setzt euch mit einer anderen Zweiergruppe zusammen und 16st deren Auf-
gaben und diskutiert anschliessend eure Losungen.
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