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1 Achnlichkeit

Beginnen werden wir mit der Einfithrung des Begriffs der Ahnlichkeit. Wir wer-
den definieren, was zueinander dhnliche Figuren sind und deren Eigenschaften
kennenlernen. Eigenschaften, auf die wir u.a. bei der Einfithrung der Trigono-
metrie angewiesen sein werden. Auch werden Kongruenzabbildungen ein The-
ma sein. Mit Hilfe der Ahnlichkeit im Dreieck werden wir die Satzgruppe des
Pythagoras beweisen, verallgemeinern und in den Flichverwandlungen zur An-
wendung bringen. Intensiv werden wir uns auch mit der Ahnlichkeit im und am
Kreis beschiiftigen, bevor wir uns mit den Strahlensdtzen und deren Anwendun-
gen auseinandersetzen.

Weiter werden wir dieses Kapitel auch verwenden, um GeoGebra einzufiihren
oder es uns wieder in Erinnerung zurufen und insbesondere damit zu arbeiten.

1.1 Definition & Eigenschaften

Aus dem Alltag wissen wir, was zueinander &#hnliche Figuren auszeichnen:

Mathematisch wird der Begriff wie folgt definiert:

Definition 1.1

Zwei geometrische Figuren A und B heissen (zueinander) dhnlich :&
es existiert eine Ahnlichkeitsabbildung, welche A auf B abbildet.

Bem. : o Schreibweise: A~ B

o Eine Ahnlichkeitsabbildung ist eine Ver-
kniipfung von zentrischen Streckungen mit
Kongruenzabbildungen.
Kongruenzabbildungen kennen wir schon;

o
o
o

o

Diese zeichnen sich aus durch :

wahrend bei einer zentrischen Streckung ...



1.2 Die Kongruenzabbildungen

Definition 1.2 (Abbildungen)

Eine Abbildung [ ist eine Vorschrift, die jedem Urbildpunkt P einer geo-
metrischen Figur genau einen Bildpunkt P’ einer geometrischen Figur zu-
ordnet.

Definition 1.3 (kongruent sein)

Zwei geometrische Figuren heissen zueinander kongruent (deckungsgleich)
genau dann wenn sie durch eine Kongruenzabbildung ineinander iiberfiihrt
werden kénnen.

Somit folgt unmittelbar fiir eine Kongruenzabbildung:



In den folgenden Abschnitten wollen wir uns mit den Kongruenzabbildungen
im Einzelnen auseinandersetzen:

e die Abhdngigkeiten wund
e die zugehorigen Schreibweisen besprechen,

e die Konstruktionen fiir einen Einstieg in die Anwendungen von GeoGebra
kennenlernen.

Weiter werden wir eine Ordnerstruktur einfithren fiir die Organisation unse-
res digitalen Skriptes und den dazugehérigen digitalen Ergdnzungen, Aufgaben
und Losungen:

1.2.1 Achsenspiegelungen

1.2.2 Translationen

1.2.3 Drehungen

1.2.4 Punktspiegelungen



Aufgaben 1.1 Fiihre die Abbildungen 1.2.1 - 1.2.5

e mit der schrittweisen Umsetzung der Definitionen der
Kongruenzabbildungen aus,

e mit den direkten Befehlen von GeoGebra aus.
Verwende in diesem Fall nur ein GeoGebra-file fiir
alle Abbildungen und wende alle Abbildungen auf das
gleiche Urbild an.

Wir brauchen dieses ggb-file fiir die Einfihrung von
Kontrollkéstchen.

Aufgaben 1.2 Lade folgendes Dokument: Link ...
und konstruiere: Dz _1000) © Ty 0 Sg(AABC)


https://ronaldbalestra.ch/dokumente/geometrie/aehnlichkeit/Aufg_K-Abb.ggb

1.3 GeoGebra - in der Geometrie

Das folgende Skript soll uns einen kleinen Einblick in die Méglichkeiten von Geo-
Gebraim Bereich der Geometrie verschaffen, welche wir spéiter in den Fldchenum-
formungen anwenden werden.
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1.3.1 Der Feuerbachkreis und die Eulergerade

Recherchiere und konstruiere ...



1.4 Zentrische Streckungen & deren Eigenschaften

Beispiel 1.1 Strecke das Dreieck AABC beziiglich dem Zentrum Z mit
dem Streckungsfaktor k = 2.

Wir kénnen feststellen, dass durch die zentrische Streckung Geraden in par-
allele Geraden iiberfithrt werden und dadurch die Winkel erhalten bleiben.
Somit folgt:

In zueinander dhnlichen Figuren sind die entsprechenden Winkel

gleich gross.

Aber beachte, dass die Gleichheit entsprechender Winkel fiir die Ahnlichkit
zweier Figuren nicht hinreichend ist!



Wir kénnen weiter feststellen, dass durch die zentrische Streckung die Verhalt-
nisse der entsprechenden Seitenldngen erhalten bleiben:

Somit folgt:

In zueinander dhnlichen Figuren sind die entsprechenden Seiten-
verhdltnisse gleich gross.

Aber beachte, dass die Qleichheit der Verhéltnisse entsprechender Seitenléngen
nicht hinreichend fiir die Ahnlichkeit der Figuren ist:

Jedoch gilt, dass wenn die Gleichheit der entsprechenden Winkel und die
Gleichheit der entsprechenden Seitenverhéltnisse erfiillt sind, die Figuren zuein-
ander dhnlich sind.

Wir fassen zusammen:



1.5 Ahnlichkeit im Dreieck

Fiir Dreiecke gelten die folgenden Ahnlichkeitssitze, die wir hier ohne Beweis
zusammenstellen:

1. Ahnlichkeitssatz:
Dreiecke sind zueinander dhnlich, wenn sie in zwei Winkel tibereinstim-
men.

2. Ahnlichkeitssatz:
Dreiecke sind zueinander dhnlich, wenn sie in einem Winkel und dem
Verhdltnis der anliegenden Seiten tibereinstimmen.

3. Ahnlichkeitssatz:
Dreiecke sind zueinander dhnlich, wenn sie in zwei entsprechenden Sei-
tenverhdaltnissen tbereinstimmen.

4. Ahnlichkeitssatz:
Dreiecke sind zueinander dhnlich, wenn sie im Verhdltnis zweier Seiten
und dem Gegenwinkel der grisseren Seite tibereinstimmen.



Aufgaben 1.3 (a) Repetiere die Kongruenzsitze und vergleiche mit den
Ahnlichkeitssdtzen fiir Dreiecke:

(b) Zeige mit einem Beispiel zu jedem der Ahnlich-
keitssdtze, dass diese nicht fiir beliebige Vielecke gel-
ten.

10



Beispiel 1.2 Strecke das Dreieck AABC beziiglich dem Zentrum D
(a) mit dem Streckungsfaktor ki = 0.5 und

(b) mit dem Streckungsfaktor ko = —1.

und diskutiere anschliessend die folgende Frage:
Wie verhalten sich die Fldacheninhalte zweier zueinander dhnlichen Dreiecke?

Uberlege Dir die Fille k£ = 3,2,0.5, —1, und k € R beliebig.

Geometrie-Aufgaben: Ahnlichkeit & Strahlensitze 1
(Zugehérige Losungen)
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Aufgaben 1.4 FEine kleine Anwendung:

ABCD st ein Quadrat mit der Seitenlinge a wund
AF = %\/5

Berechnen den Flicheninhalt des Rechtecks FEFGH, mit F
= Seitenmitte BC'.

D G c
H
F
E
A B

12



1.6 Eine Verallgemeinerung des Satzes des Pythagoras

Die Satzgruppe besteht aus folgenden Sétzen:
[ ]
[ ]

Voraussetzung fiir alle Sétze ist

13



1.6.1 Fin Beweis fiir den Satz des Pythagoras

14



Aufgaben 1.5 Prdsentiere eine alternative Beweisfiihrung.

15



Aufgaben 1.6 In allen Aufgaben soll es sich um ein rechtwinkliges Dreieck
AABC mit den tblichen Bezeichnungen handeln.

Berechne jeweils die fehlende Seite:

Seite a | Seite b | Seite ¢

1 3 )
2 12 13
3 7 24

4 15 17
5 21 20

6 40 41
7 45 593

Geometrie-Aufgaben: Ahnlichkeit & Strahlensitze 2
(Zugehérige Losungen)
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Ein Uberblick iiber die Anwendungen:

Abkiirzungen:
P: Sawz des Pythagoras
H: Hohensatz
£ 3 Q K: Kathetensatz
Beispiel:
u’ = w? o DRI nach [[] imDreieck [ 7]
1. u’ = w R nackk [ ]  imDreieck [T
B N G pach ] imiDreieck [T 1]
3. u = \[ B z nach [T} imDrefeck [ 1
4. % = R ¥ nach l:] tmy Breieck, [ 7]
5 = = [ y nach [ ] im Dreieck [
6. y = 2 T nach [ ] im Dreieck l____—]
Tt T e LR el e
8. y = S w nach 7]  im Dreieck [T ]
9 s = R 2 naeh {77] | {m Dreleck v [ 7 7]
10. s = (t+u )2 - : nach [ ] im Dreieck [:]
i S i t my ] pachi FT} . imDreieck [TE0T]
jo 2 [ 7 |-y maeh [T} imDBuefeck )
1wl o nach [] imDreieck [ ]

17



Zur Verallgemeinerung auf zueinander dhnliche Figuren:

18



1.6.2 Flichenverwandlungen mit Pythagoras

Wir o diskutieren die Moglichkeiten,
e formulieren Anwendungen
und

o arbeiten gemeinsam Losungsansétze aus ...

19



1.6.3 Eine SOL-Klassenarbeit
zu Anwendungen der Flichenverwandlungen

Aufgaben 1.7 Die folgenden weiteren klassischen Anwendungen werden
wir in der Form einer

SOL - Klassenarbeit
durchfiihren:

o [hr bekommt den Link zu einer EXCEL-
Tabelle, auf welcher alle Aufgabennum-
mern aufgefithrt sind,

e es Platz hat fiir eure Namen,

e die ihr in den Zeilen der von euch geldsten
Aufgaben eintragen kénnt,

e und mit einem Link zu eurer ggb-Ldsung
versehen sollt.

1. Verwandle mit Hilfe des Hohensatzes ein Rechteck in ein flichen-
gleiches Quadrat.

2. Verwandle mit Hilfe des Kathetensatzes ein Rechteck in ein
flachengleiches Quadrat.

3. Verwandle ein Dreieck in ein flichengleiches Quadrat.

4. Stelle die Summe einer Dreiecksfliche und einer Quadratfldche
durch ein Quadrat dar.

20



5. Stelle die Summe zweier Rechtecksflichen durch eine Quadrat-
fliache dar.

6. Verwandle ein Quadrat mit einem Fldacheninhalt von 49 in ein
flichengleiches Rechteck mit einer Seitenlinge von 8.
(a) mit Hilfe des Kathetensatzes.
(b) mit Hilfe des Héhensatzes.

7. Verwandle ein beiliebiges konkaves Viereck mit einem Fldchen-
inhalt > 30 in ein flichengleiches Dreieck, mit einer Grundsei-
tenlinge 7.

8. Gebe dir ein beliebiges Rechteck ABCD wvor:
(a) Verwandle das Rechteck mit Hilfe des Kathetensatzes in ein
Quadrat.

(b) Verwandle das Rechteck mit Hilfe des Héhensatzes in ein
Quadrat.

9. Gebe dir zwei beliebige Rechtecke ABC'D und EFGH mit Aagpcp >
AEFGH vor.
Konstruiere eine Quadrat RSTU, so dass gilt:
(a) Arstz = Aapcp + Aprau
(b) ArsTtz = Aapcp — AErcH

10. Gebe dir ein beliebiges Rechteck ABC'D mit Aagcp > 20 vor.
Verwandle das Rechteck in eine flichengleiches Rechteck EFGH
mit einer vorgegeben Seitenlinge von 6.
(Hinweis: Verwandle zuerst in ein Quadrat und anschliessend in ein
Rechteck)

Wir schliessen diese Aufgabe am ...

21



1.6.4 Geometrisches Wurzelziehen

Aufgaben 1.8 Konstruiere ﬁ, V20 und V8

Aufgaben 1.9 Konstruiere mit GeoGebra eine Wurzelschnecke bis /17
und fiige das Bild hier in dein Skript ein.

22



Aufgaben 1.10 Konstruiere /24 in mdoglichst wenigen Schritten mit
1. dem Satz des Pythagoras,
2. dem Hohensatz,

3. dem Kathetensatz.

23



1.7 Ahnlichkeit im & am Kreis

Bevor wir uns mit der Ahnlichkeit im und am Kreis beschiftigen noch einige
Begriffe und Eigenschaften:

o Zentriwinkel, Peripheriewinkel und Sehnen-Tangentenwinkel:

Es gilt folgender Satz:

Alle Peripheriewinkel tiber er gleichen Sehne sind gleich gross,
halb so gross wie der zugehdrige Zentriwinkel und gleich gross
wie die zugehorigen Sehnen- Tangentenwinkel.

Aufgaben 1.11 Arbeite den Beweise zum Peripheriewinkelsatz durch:

Link zum Beweis
www.yumpu.com/de/document /view/22171026,/2012-06-
winkelsatze-beweis-harderwebde

und zum selber beweisen noch die folgende Aussage:

Alle Kreise sind zueinander dhnlich

24
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Aufgaben 1.12 Formuliere € Beweise:

(a) den Peripherie-Zentriwinkelsatz:

(b) den Sehnen-Tangentenwinkelsatz:

26



1.7.1 Anwendungen - Gruppenarbeiten

Im folgenden werden vier Sitze/ Behauptungen aufgestellt und mehr oder we-
niger ausfiihrlich bewiesen.
Die Beweisidee ist jeweils immer dieselbe:

Wir versuchen mit Hilfe der Ahnlichkeitssiitze zueinander #hnliche
Hilfsdreiecke zu bestimmen und nutzen dann die Eigenschaften d&hn-
licher Figuren ( ”gleiche Winkel” , ”Seitenverhiltnisse” ) aus, um
die Aussagen zubeweisen.

Aufgaben 1.13 Fure Aufgabe in der Gruppe besteht nun aus folgenden
Schritten:

1. die Aussage zu verstehen,

2. den Beweis aufzuarbeiten und fir eine Prdsentation
vorzubereiten,

3. die Aussage geometrisch zu interpretieren und in ei-
ner Flichenumwandlung umzusetzen oder mit einer
Anwendung zu erginzen und

4. diese dann unter Verwendung von GeoGebra auch
praktisch umzusetzen.

Gruppeneinteilung:

e Sehnensatz: ...

Sekantensatz: ...

Sekanten-Tangentensatz:

Satz des Ptolemaios: ...

und fiir die Sehweite: ...

27



1.7.2 Der Sehnensatz

Werden durch einen beliebigen Punkt S
in einem Kreis verschiedene Sehnen ge-
zogen, so ist das Produkt der jeweiligen
Sehnenabschnitte konstant.

uu' = vv’ = ww' = const

Beweis:

Im Sehnenviereck ABCD sind die Winkel ZABD
und ZACD als Peripheriewinkel iiber derselben Seh-
ne AD gleich gross.

Als Scheitelwinkel sind auch die Winkel ZASB und
ZDSC gleich gross.

Wir haben somit die zwei zueinander &hnlichen Drei-
ecke ABAS und ADCS.

Aus den Eigenschaften von &hnlichen Figuren folgt:
u:v=1v:u

und daraus die Behauptung: uu’ = vv'. O

28



Geometrische Interpretation:

Aufgaben 1.14 Verwandle mit Hilfe des Sehnensatzes ein Rechteck mit den
Seitenldngen a = 7Tem und b = bem in ein flichengleiches
Rechteck mit einer Seitenlinge von x = 4cm.

29



Eine weitere Anwendung;:

Aufgaben 1.15 Verwandle mit Hilfe des Sehnensatzes ein Rechteck mit ei-
nem Umfang von u = 24cm in ein flichengleiches Rechteck
mit einer Seitenlinge von x = 4dcm.

30



1.7.3 Der Sekantensatz

Werden durch einen Punkt S ausser-
halb des Kreises verschiedene Sekanten
gezeichnet, so ist das Produkt der jewer-
ligen Sekantenabschnitte konstant.

we =vv' |, mitu=SC, v =SD, ...

Beweis: Die Dreiecke ASAC und ASBD sind zueinander
dhnlich
= u:v=0:u
= uu' = v’ O

/

31



Geometrische Interpretation:

Aufgaben 1.16 Verwandle mit Hilfe des Sekantensatzes ein Rechteck mit
den Seitenldngen a = Tem und b = 5em in ein flichenglei-
ches Rechteck mit einer Seitenldnge von x = 4cm.

32



Eine weitere Anwendung;:

Aufgaben 1.17 Verwandle mit Hilfe des Sekantensatzes ein Rechteck mit
einem Umfang von u = 24cm in ein flichengleiches Recht-
eck mit einer Seitenlinge von x = 4dcm.

33



1.7.4 Der Sekanten-Tangentensatz

Werden durch einen Punkt S ausser-
halb des Kreises eine Tangente und ei-
ne Sekante gezeichnet, so ist das Pro-
dukt der Sekantenabschnitte gleich dem
Quadrat des Tangentenabschnitts.

2 = v

Beweis: ASAT ~ ASBT
= v:it=t:v
= Beh. O

34



Geometrische Interpretation:

Aufgaben 1.18 Verwandle mit Hilfe des Sekanten-Tangentensatzes ein
Rechteck mit den Seitenldngen a = Tem und b = bem in
ein flichengleiches Quadrat.

35



1.7.5 Der Satz des Ptolemaios

In jedem beliebigen Sehnenviereck ist
das Produkt der Diagonalen gleich der
Summe der Produkte der Gegenseiten:

ef =ac+bd

Beweis: Wihle E auf AC so, dass gilt: ZCBD = ZABE
= ADAB ~ ACEB
=d:f=(e—x):b
=bd=ef — fx

Weiter gilt: ADBC ~ AABFE
=c:f=z:a
= ac = fo

% 1N * einsetzen
=bd=¢ef —ac
< Beh. O

Geometrie-Aufgaben: Ahnlichkeit & Strahlensitze 3
(Zugehérige Losungen)
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1.7.6 Die Sehweite

Mit Hilfe der Ahnlichkeitsbeziehungen am Kreis lisst sich die Sehweite bestim-
men.

Ein Auge auf der Hohe h sieht
den Horizont H in der Entfer-
nung s.

1. Zeige, dass fiir die Sehweite folgendes gilt:

s =+ h?+2hr

2. Bestimme die Sehweite s auf der Erde fiir die folgenden Hohen:

(a) h=2m
(b) h = 100m
(¢) h=2km
(d) h=10km

3. In einer Hohe von h = 100m betrigt die Sehweite auf dem
Mond 18.645km .
Bestimme den Durchmesser des Mondes.

37



1.8 Die Strahlensitze

Wir beginnen zur Einfithrung der Strahlensétze mit einer einfachen praktischen
Anwendung;:

Wie hoch ist der Baum ?

ol
o|—

Mit einem alten, einfachen Verfahren hat ein Forster die Frage schnell be-
antwortet. Er braucht nur die Sonne, einen Stab und ein wenig Geometrie.
Ein Baum der Lange L wirft eine Schatten der Liange D. In den Schatten wird
ein Stab der Lange [ so gestellt, dass beide Schattenspitzen zusammenfallen; der
Schatten des Stabes hat die Lange d.
Der Forster berechnet die Baumlénge nun nach der folgenden Formel:

Beweis: (iiber die Fldcheninhalte)

38



Auch im Fall von nicht-senkrecht ste-
henden Baumen lisst sich die Hohe mit
der gleichen Formel berechnen.

Aufgaben 1.19 Formuliere die notwendige (in der Prazis auch immer um-
setzbare) Voraussetzung und beweise mit Hilfe der Ahnlich-
keit.

Die Erhaltung der Seitenverhiltnis durch die Ahnlichkeit liefert noch viele
weitere Verhéltnisse, welche unter dem Begriff der Strahlensdtze zusammenge-
fasst werden:

39



Die so erhaltenen Proportionen werden in den sog. Strahlensditzen zusam-
mengefasst:

1. Strahlensatz:  Werden die Schenkel eines Winkels von zwei paral-
lelen Geraden geschnitten, so verhalten sich die Ab-
schnitte auf dem einen Schenkel wie die entsprechen-
den Abschnitte auf dem andern Schenkel.

2. Strahlensatz:  Werden die Schenkel eines Winkels von zwei paral-
lelen Geraden geschnitten, so verhalten sich die Ab-
schnitte auf den Parallelen wie die Abschnitte auf
den Schenkeln bis zum Scheitel.
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Aufgaben 1.20 Die Strahlensdtze lassen sich auch auf die folgenden Situa-
tionen anwenden:

Formuliere in allen Situationen einige weitere giiltige
Streckenverhdltnisse.
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Aufgaben 1.21 Formuliere auch in dieser Situation einige weitere giiltige
Streckenverhdltnisse:
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Aufgaben 1.22 Beweise ohne direkte Anwwendung der Strahlensditze, nur
mit Figenschaften aus der Ahnlichkeit die folgende Bezie-
hung:

s:t=b:c

.
- »
e ) [
——— p i '\
y
.".-'
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Aufgaben 1.23 Bestimme jeweils die gesuchten Streckenlingen,
mit folgenden Vorgaben:

1.a=3,c=2,9=5;, f=7
2.a=3b=5e=4; d,g=7

8. a=5b=4,c=3,d=10; f,h=7
4.d=5e=4h=6; a=7

in der folgenden Situation:
(mitg=a+dundh=>b+e)

44



Aufgaben 1.24 Bestimme jeweils die gesuchten Streckenlingen,
mit folgenden Vorgaben:

1. ¢c=4,d=6,e=45,f=10; a,b=7
2.b=4,c=2,d=3,f=3; g,h=7
8. a=2,9g=6,h=8;, b=7
4.a=T7b=2,9g=10; e=7?

in der folgenden Situation:
(mitg=a+dundh=b+e)
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Aufgaben 1.25 Bestimme jeweils die gesuchten Streckenlingen,
mit folgenden Vorgaben:

1. a=45b=75,e=5,f=4; c¢,d=7
b=35,c=2,f=48;, e=7

a=4.5,d=3,b+e=12.5; e=7?

e

a=45,d=6,b+e=10,c+ f=7; b,ce,f=7
5. a=3,b=4,c=5e+f+d=18; d,e,f=7

in der folgenden Situation:
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1.8.1 Die Umkehrung der Strahlenséitze

Bei beiden Strahlensétzen haben wir immer vorausgesetzt, dass die schneiden-
den Geraden zueinander parallel sind und deshalb die Verhiltnisse gelten.

gllh = a:b=c:d

gllh = e:f=a:(a+b)

Bei der Umkehrung der Strahlensétze geht es um die Frage, ob die schnei-
denden Geraden zueinander parallel sind, wenn die Verhiltnisse gelten.

a:b=c:d = gllh

e:f=a:(a+b) RS gllh

Geometrie-Aufgaben: Ahnlichkeit & Strahlensitze 4
(Zugehérige Losungen)
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https://ronaldbalestra.ch/dokumente/geometrie/aehnlichkeit/loesungen/Loesungen4.pdf

1.8.2 Die Linsengleichung

Wir schliessen mit einer Anwendung der Strahlensétze zur Herleitung der Lin-
sengleichung

Wir haben die folgende Situation:

Die Linse L bildet einen Gegenstand der
Lénge G auf ein Bild der Linge B ab,
wobei

e b der Abstand von B zur Linse,

e g der Abstand von G zur Linse
und

e f die Brennweite der Linse ist.

Dann gilt die folgende Linsengleichung:

Herleitung:
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Vor einer Sammellinse mit f = 25cm steht ein 60cm hoher Gegenstand im
Abstand von g = 150cm.

e Bestimme die Hohe des Bildes:

e Welche Brennweite miisste die Linse haben, damit ein gleich grosses Bild
erzeugt wird?

e Fiihrt die Verdoppelung der Brennweite zu einer Verdoppelung der Bild-
grosse? (bei gleichbleibendem Abstand zur Linse.)
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1.9 Meine Zusammenfassung
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