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zu Ähnlichkeit und Pythagoras

NProfil

zum aktuellen Skript

zur Homepage zur Übersicht Geometrie
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1 Aehnlichkeit

Beginnen werden wir mit der Einführung des Begriffs der Ähnlichkeit. Wir wer-
den definieren, was zueinander ähnliche Figuren sind und deren Eigenschaften
kennenlernen. Eigenschaften, auf die wir u.a. bei der Einführung der Trigono-
metrie angewiesen sein werden. Auch werden Kongruenzabbildungen ein The-
ma sein. Mit Hilfe der Ähnlichkeit im Dreieck werden wir die Satzgruppe des
Pythagoras beweisen, verallgemeinern und in den Flächverwandlungen zur An-
wendung bringen. Intensiv werden wir uns auch mit der Ähnlichkeit im und am
Kreis beschäftigen, bevor wir uns mit den Strahlensätzen und deren Anwendun-
gen auseinandersetzen.
Weiter werden wir dieses Kapitel auch verwenden, um GeoGebra einzuführen
oder es uns wieder in Erinnerung zurufen und insbesondere damit zu arbeiten.

1.1 Definition & Eigenschaften

Aus dem Alltag wissen wir, was zueinander ähnliche Figuren auszeichnen: . . .

Mathematisch wird der Begriff wie folgt definiert:

Definition 1.1

Zwei geometrische Figuren A und B heissen (zueinander) ähnlich :⇔
es existiert eine Ähnlichkeitsabbildung, welche A auf B abbildet.

Bem. : � Schreibweise: A ∼ B

� Eine Ähnlichkeitsabbildung ist eine Ver-
knüpfung von zentrischen Streckungen mit
Kongruenzabbildungen.
Kongruenzabbildungen kennen wir schon;

◦
◦
◦
◦

Diese zeichnen sich aus durch :

während bei einer zentrischen Streckung . . .

1



1.2 Die Kongruenzabbildungen

Definition 1.2 (Abbildungen)

Eine Abbildung f ist eine Vorschrift, die jedem Urbildpunkt P einer geo-
metrischen Figur genau einen Bildpunkt P ′ einer geometrischen Figur zu-
ordnet.

Definition 1.3 (kongruent sein)

Zwei geometrische Figuren heissen zueinander kongruent (deckungsgleich)
genau dann wenn sie durch eine Kongruenzabbildung ineinander überführt
werden können.

Somit folgt unmittelbar für eine Kongruenzabbildung:
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In den folgenden Abschnitten wollen wir uns mit den Kongruenzabbildungen
im Einzelnen auseinandersetzen:

� die Abhängigkeiten und

� die zugehörigen Schreibweisen besprechen,

� die Konstruktionen für einen Einstieg in die Anwendungen von GeoGebra
kennenlernen.

Weiter werden wir eine Ordnerstruktur einführen für die Organisation unse-
res digitalen Skriptes und den dazugehörigen digitalen Ergänzungen, Aufgaben
und Lösungen:

1.2.1 Achsenspiegelungen

1.2.2 Translationen

1.2.3 Drehungen

1.2.4 Punktspiegelungen

3



Aufgaben 1.1 Führe die Abbildungen 1.2.1 - 1.2.5

� mit der schrittweisen Umsetzung der Definitionen der
Kongruenzabbildungen aus,

� mit den direkten Befehlen von GeoGebra aus.
Verwende in diesem Fall nur ein GeoGebra-file für
alle Abbildungen und wende alle Abbildungen auf das
gleiche Urbild an.
Wir brauchen dieses ggb-file für die Einführung von
Kontrollkästchen.

Aufgaben 1.2 Lade folgendes Dokument: Link . . .
und konstruiere: D(Z,−1000) ◦ Tv⃗ ◦ Sg(∆ABC)

4

https://ronaldbalestra.ch/dokumente/geometrie/aehnlichkeit/Aufg_K-Abb.ggb


1.3 GeoGebra - in der Geometrie

Das folgende Skript soll uns einen kleinen Einblick in die Möglichkeiten von Geo-
Gebra im Bereich der Geometrie verschaffen, welche wir später in den Flächenum-
formungen anwenden werden.

ICT

Einführung in GeoGebra
Geometrie
Ähnlichkeit

Ronald Balestra
CH - 8046 Zürich

www.ronaldbalestra.ch

Name:

Vorname:
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1.3.1 Der Feuerbachkreis und die Eulergerade

Recherchiere und konstruiere . . .
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1.4 Zentrische Streckungen & deren Eigenschaften

Beispiel 1.1 Strecke das Dreieck ∆ABC bezüglich dem Zentrum Z mit
dem Streckungsfaktor k = 2.

Wir können feststellen, dass durch die zentrische Streckung Geraden in par-
allele Geraden überführt werden und dadurch die Winkel erhalten bleiben.
Somit folgt:

In zueinander ähnlichen Figuren sind die entsprechenden Winkel
gleich gross.

Aber beachte, dass die Gleichheit entsprechender Winkel für die Ähnlichkit
zweier Figuren nicht hinreichend ist!

7



Wir können weiter feststellen, dass durch die zentrische Streckung die Verhält-
nisse der entsprechenden Seitenlängen erhalten bleiben:

Somit folgt:

In zueinander ähnlichen Figuren sind die entsprechenden Seiten-
verhältnisse gleich gross.

Aber beachte, dass die Gleichheit der Verhältnisse entsprechender Seitenlängen
nicht hinreichend für die Ähnlichkeit der Figuren ist:

Jedoch gilt, dass wenn die Gleichheit der entsprechenden Winkel und die
Gleichheit der entsprechenden Seitenverhältnisse erfüllt sind, die Figuren zuein-
ander ähnlich sind.

Wir fassen zusammen:

8



1.5 Ähnlichkeit im Dreieck

Für Dreiecke gelten die folgenden Ähnlichkeitssätze, die wir hier ohne Beweis
zusammenstellen:

1. Ähnlichkeitssatz:
Dreiecke sind zueinander ähnlich, wenn sie in zwei Winkel übereinstim-
men.

2. Ähnlichkeitssatz:
Dreiecke sind zueinander ähnlich, wenn sie in einem Winkel und dem
Verhältnis der anliegenden Seiten übereinstimmen.

3. Ähnlichkeitssatz:
Dreiecke sind zueinander ähnlich, wenn sie in zwei entsprechenden Sei-
tenverhältnissen übereinstimmen.

4. Ähnlichkeitssatz:
Dreiecke sind zueinander ähnlich, wenn sie im Verhältnis zweier Seiten
und dem Gegenwinkel der grösseren Seite übereinstimmen.

9



Aufgaben 1.3 (a) Repetiere die Kongruenzsätze und vergleiche mit den
Ähnlichkeitssätzen für Dreiecke:

(b) Zeige mit einem Beispiel zu jedem der Ähnlich-
keitssätze, dass diese nicht für beliebige Vielecke gel-
ten.

10



Beispiel 1.2 Strecke das Dreieck ∆ABC bezüglich dem Zentrum D

(a) mit dem Streckungsfaktor k1 = 0.5 und

(b) mit dem Streckungsfaktor k2 = −1.

und diskutiere anschliessend die folgende Frage:

Wie verhalten sich die Flächeninhalte zweier zueinander ähnlichen Dreiecke?

Überlege Dir die Fälle k = 3, 2, 0.5,−1, und k ∈ R beliebig.

Geometrie-Aufgaben: Ähnlichkeit & Strahlensätze 1
(Zugehörige Lösungen)
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Aufgaben 1.4 Eine kleine Anwendung:

ABCD ist ein Quadrat mit der Seitenlänge a und

AF =
a

2

√
5

Berechnen den Flächeninhalt des Rechtecks EFGH, mit F
= Seitenmitte BC.
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1.6 Eine Verallgemeinerung des Satzes des Pythagoras

Die Satzgruppe besteht aus folgenden Sätzen:

�

�

�

Voraussetzung für alle Sätze ist

13



1.6.1 Ein Beweis für den Satz des Pythagoras
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Aufgaben 1.5 Präsentiere eine alternative Beweisführung.
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Aufgaben 1.6 In allen Aufgaben soll es sich um ein rechtwinkliges Dreieck
∆ABC mit den üblichen Bezeichnungen handeln.
Berechne jeweils die fehlende Seite:

Seite a Seite b Seite c

1 3 5

2 12 13

3 7 24

4 15 17

5 21 20

6 40 41

7 45 53

Geometrie-Aufgaben: Ähnlichkeit & Strahlensätze 2
(Zugehörige Lösungen)
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Ein Überblick über die Anwendungen:
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Zur Verallgemeinerung auf zueinander ähnliche Figuren:
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1.6.2 Flächenverwandlungen mit Pythagoras

Wir � diskutieren die Möglichkeiten,

� formulieren Anwendungen

und

� arbeiten gemeinsam Lösungsansätze aus . . .
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1.6.3 Eine SOL-Klassenarbeit
zu Anwendungen der Flächenverwandlungen

Aufgaben 1.7 Die folgenden weiteren klassischen Anwendungen werden
wir in der Form einer

SOL - Klassenarbeit

durchführen:

� Ihr bekommt den Link zu einer EXCEL-
Tabelle, auf welcher alle Aufgabennum-
mern aufgeführt sind,

� es Platz hat für eure Namen,

� die ihr in den Zeilen der von euch gelösten
Aufgaben eintragen könnt,

� und mit einem Link zu eurer ggb-Lösung
versehen sollt.

1. Verwandle mit Hilfe des Höhensatzes ein Rechteck in ein flächen-
gleiches Quadrat.

2. Verwandle mit Hilfe des Kathetensatzes ein Rechteck in ein
flächengleiches Quadrat.

3. Verwandle ein Dreieck in ein flächengleiches Quadrat.

4. Stelle die Summe einer Dreiecksfläche und einer Quadratfläche
durch ein Quadrat dar.

20



5. Stelle die Summe zweier Rechtecksflächen durch eine Quadrat-
fläche dar.

6. Verwandle ein Quadrat mit einem Flächeninhalt von 49 in ein
flächengleiches Rechteck mit einer Seitenlänge von 8.

(a) mit Hilfe des Kathetensatzes.

(b) mit Hilfe des Höhensatzes.

7. Verwandle ein beiliebiges konkaves Viereck mit einem Flächen-
inhalt ≥ 30 in ein flächengleiches Dreieck, mit einer Grundsei-
tenlänge 7.

8. Gebe dir ein beliebiges Rechteck ABCD vor:

(a) Verwandle das Rechteck mit Hilfe des Kathetensatzes in ein
Quadrat.

(b) Verwandle das Rechteck mit Hilfe des Höhensatzes in ein
Quadrat.

9. Gebe dir zwei beliebige Rechtecke ABCD und EFGH mit AABCD >
AEFGH vor.
Konstruiere eine Quadrat RSTU , so dass gilt:

(a) ARSTZ = AABCD +AEFGH

(b) ARSTZ = AABCD −AEFGH

10. Gebe dir ein beliebiges Rechteck ABCD mit AABCD > 20 vor.
Verwandle das Rechteck in eine flächengleiches Rechteck EFGH
mit einer vorgegeben Seitenlänge von 6.
(Hinweis: Verwandle zuerst in ein Quadrat und anschliessend in ein

Rechteck)

Wir schliessen diese Aufgabe am . . .
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1.6.4 Geometrisches Wurzelziehen

Aufgaben 1.8 Konstruiere
√
2,
√
20 und

√
8

Aufgaben 1.9 Konstruiere mit GeoGebra eine Wurzelschnecke bis
√
17

und füge das Bild hier in dein Skript ein.
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Aufgaben 1.10 Konstruiere
√
24 in möglichst wenigen Schritten mit

1. dem Satz des Pythagoras,

2. dem Höhensatz,

3. dem Kathetensatz.

23



1.7 Ähnlichkeit im & am Kreis

Bevor wir uns mit der Ähnlichkeit im und am Kreis beschäftigen noch einige
Begriffe und Eigenschaften:

� Zentriwinkel, Peripheriewinkel und Sehnen-Tangentenwinkel:

Es gilt folgender Satz:

Alle Peripheriewinkel über er gleichen Sehne sind gleich gross,
halb so gross wie der zugehörige Zentriwinkel und gleich gross
wie die zugehörigen Sehnen-Tangentenwinkel.

Aufgaben 1.11 Arbeite den Beweise zum Peripheriewinkelsatz durch:

Link zum Beweis
www.yumpu.com/de/document/view/22171026/2012-06-

winkelsatze-beweis-harderwebde

und zum selber beweisen noch die folgende Aussage:

Alle Kreise sind zueinander ähnlich

24
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Aufgaben 1.12 Formuliere & Beweise:

(a) den Peripherie-Zentriwinkelsatz:

(b) den Sehnen-Tangentenwinkelsatz:

26



1.7.1 Anwendungen - Gruppenarbeiten

Im folgenden werden vier Sätze/ Behauptungen aufgestellt und mehr oder we-
niger ausführlich bewiesen.
Die Beweisidee ist jeweils immer dieselbe:

Wir versuchen mit Hilfe der Ähnlichkeitssätze zueinander ähnliche
Hilfsdreiecke zu bestimmen und nutzen dann die Eigenschaften ähn-
licher Figuren ( ”gleiche Winkel” , ”Seitenverhältnisse” ) aus, um
die Aussagen zubeweisen.

Aufgaben 1.13 Eure Aufgabe in der Gruppe besteht nun aus folgenden
Schritten:

1. die Aussage zu verstehen,

2. den Beweis aufzuarbeiten und für eine Präsentation
vorzubereiten,

3. die Aussage geometrisch zu interpretieren und in ei-
ner Flächenumwandlung umzusetzen oder mit einer
Anwendung zu ergänzen und

4. diese dann unter Verwendung von GeoGebra auch
praktisch umzusetzen.

Gruppeneinteilung:

� Sehnensatz: . . .

� Sekantensatz: . . .

� Sekanten-Tangentensatz: . . .

� Satz des Ptolemaios: . . .

� und für die Sehweite: . . .

27



1.7.2 Der Sehnensatz

Werden durch einen beliebigen Punkt S
in einem Kreis verschiedene Sehnen ge-
zogen, so ist das Produkt der jeweiligen
Sehnenabschnitte konstant.

uu′ = vv′ = ww′ = const

Beweis: Im Sehnenviereck ABCD sind die Winkel ∠ABD
und ∠ACD als Peripheriewinkel über derselben Seh-
ne AD gleich gross.
Als Scheitelwinkel sind auch die Winkel ∠ASB und
∠DSC gleich gross.
Wir haben somit die zwei zueinander ähnlichen Drei-
ecke ∆BAS und ∆DCS.
Aus den Eigenschaften von ähnlichen Figuren folgt:
u : v = v′ : u′

und daraus die Behauptung: uu′ = vv′. □

28



Geometrische Interpretation:

Aufgaben 1.14 Verwandle mit Hilfe des Sehnensatzes ein Rechteck mit den
Seitenlängen a = 7cm und b = 5cm in ein flächengleiches
Rechteck mit einer Seitenlänge von x = 4cm.

29



Eine weitere Anwendung:

Aufgaben 1.15 Verwandle mit Hilfe des Sehnensatzes ein Rechteck mit ei-
nem Umfang von u = 24cm in ein flächengleiches Rechteck
mit einer Seitenlänge von x = 4cm.

30



1.7.3 Der Sekantensatz

Werden durch einen Punkt S ausser-
halb des Kreises verschiedene Sekanten
gezeichnet, so ist das Produkt der jewei-
ligen Sekantenabschnitte konstant.

uu′ = vv′ , mit u = SC, u′ = SD, . . .

Beweis: Die Dreiecke ∆SAC und ∆SBD sind zueinander
ähnlich
⇒ u : v = v′ : u′

⇒ uu′ = vv′ □
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Geometrische Interpretation:

Aufgaben 1.16 Verwandle mit Hilfe des Sekantensatzes ein Rechteck mit
den Seitenlängen a = 7cm und b = 5cm in ein flächenglei-
ches Rechteck mit einer Seitenlänge von x = 4cm.
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Eine weitere Anwendung:

Aufgaben 1.17 Verwandle mit Hilfe des Sekantensatzes ein Rechteck mit
einem Umfang von u = 24cm in ein flächengleiches Recht-
eck mit einer Seitenlänge von x = 4cm.
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1.7.4 Der Sekanten-Tangentensatz

Werden durch einen Punkt S ausser-
halb des Kreises eine Tangente und ei-
ne Sekante gezeichnet, so ist das Pro-
dukt der Sekantenabschnitte gleich dem
Quadrat des Tangentenabschnitts.

t2 = vv′

Beweis: ∆SAT ∼ ∆SBT
⇒ v : t = t : v′

⇒ Beh. □
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Geometrische Interpretation:

Aufgaben 1.18 Verwandle mit Hilfe des Sekanten-Tangentensatzes ein
Rechteck mit den Seitenlängen a = 7cm und b = 5cm in
ein flächengleiches Quadrat.
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1.7.5 Der Satz des Ptolemaios

In jedem beliebigen Sehnenviereck ist
das Produkt der Diagonalen gleich der
Summe der Produkte der Gegenseiten:

ef = ac+ bd

Beweis: Wähle E auf AC so, dass gilt: ∠CBD = ∠ABE
⇒ ∆DAB ∼ ∆CEB
⇒ d : f = (e− x) : b

⇒ bd
∗
= ef − fx

Weiter gilt: ∆DBC ∼ ∆ABE
⇒ c : f = x : a
⇒ ac

∗∗
= fx

∗∗ in ∗ einsetzen
⇒ bd = ef − ac
⇔ Beh. □

Geometrie-Aufgaben: Ähnlichkeit & Strahlensätze 3
(Zugehörige Lösungen)
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1.7.6 Die Sehweite

Mit Hilfe der Ähnlichkeitsbeziehungen am Kreis lässt sich die Sehweite bestim-
men.

Ein Auge auf der Höhe h sieht
den Horizont H in der Entfer-
nung s.

1. Zeige, dass für die Sehweite folgendes gilt:

s =
√
h2 + 2hr

2. Bestimme die Sehweite s auf der Erde für die folgenden Höhen:

(a) h = 2m

(b) h = 100m

(c) h = 2km

(d) h = 10km

3. In einer Höhe von h = 100m beträgt die Sehweite auf dem
Mond 18.645km .
Bestimme den Durchmesser des Mondes.
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1.8 Die Strahlensätze

Wir beginnen zur Einführung der Strahlensätze mit einer einfachen praktischen
Anwendung:

Wie hoch ist der Baum ?

D

lLll~

Mit einem alten, einfachen Verfahren hat ein Förster die Frage schnell be-
antwortet. Er braucht nur die Sonne, einen Stab und ein wenig Geometrie.
Ein Baum der Länge L wirft eine Schatten der Länge D. In den Schatten wird
ein Stab der Länge l so gestellt, dass beide Schattenspitzen zusammenfallen; der
Schatten des Stabes hat die Länge d.
Der Förster berechnet die Baumlänge nun nach der folgenden Formel:

L

D
=

l

d

Beweis: (über die Flächeninhalte)
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Auch im Fall von nicht-senkrecht ste-
henden Bäumen lässt sich die Höhe mit
der gleichen Formel berechnen.

D

Aufgaben 1.19 Formuliere die notwendige (in der Praxis auch immer um-
setzbare) Voraussetzung und beweise mit Hilfe der Ähnlich-
keit.

Die Erhaltung der Seitenverhältnis durch die Ähnlichkeit liefert noch viele
weitere Verhältnisse, welche unter dem Begriff der Strahlensätze zusammenge-
fasst werden:
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Die so erhaltenen Proportionen werden in den sog. Strahlensätzen zusam-
mengefasst:

1. Strahlensatz: Werden die Schenkel eines Winkels von zwei paral-
lelen Geraden geschnitten, so verhalten sich die Ab-
schnitte auf dem einen Schenkel wie die entsprechen-
den Abschnitte auf dem andern Schenkel.

2. Strahlensatz: Werden die Schenkel eines Winkels von zwei paral-
lelen Geraden geschnitten, so verhalten sich die Ab-
schnitte auf den Parallelen wie die Abschnitte auf
den Schenkeln bis zum Scheitel.
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Aufgaben 1.20 Die Strahlensätze lassen sich auch auf die folgenden Situa-
tionen anwenden:

Formuliere in allen Situationen einige weitere gültige
Streckenverhältnisse.
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Aufgaben 1.21 Formuliere auch in dieser Situation einige weitere gültige
Streckenverhältnisse:
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Aufgaben 1.22 Beweise ohne direkte Anwwendung der Strahlensätze, nur
mit Eigenschaften aus der Ähnlichkeit die folgende Bezie-
hung:

s : t = b : c
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Aufgaben 1.23 Bestimme jeweils die gesuchten Streckenlängen,
mit folgenden Vorgaben:

1. a = 3, c = 2, g = 5; f = ?

2. a = 3, b = 5, e = 4; d, g = ?

3. a = 5, b = 4, c = 3, d = 10; f, h = ?

4. d = 5, e = 4, h = 6; a = ?

in der folgenden Situation:
(mit g = a+ d und h = b+ e)
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Aufgaben 1.24 Bestimme jeweils die gesuchten Streckenlängen,
mit folgenden Vorgaben:

1. c = 4, d = 6, e = 4.5, f = 10; a, b = ?

2. b = 4, c = 2, d = 3, f = 3; g, h = ?

3. a = 2, g = 6, h = 8; b = ?

4. a = 7, b = 2, g = 10; e = ?

in der folgenden Situation:
(mit g = a+ d und h = b+ e)
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Aufgaben 1.25 Bestimme jeweils die gesuchten Streckenlängen,
mit folgenden Vorgaben:

1. a = 4.5, b = 7.5, e = 5, f = 4; c, d = ?

2. b = 3.5, c = 2, f = 4.8; e = ?

3. a = 4.5, d = 3, b+ e = 12.5; e = ?

4. a = 4.5, d = 6, b+ e = 10, c+ f = 7; b, c, e, f = ?

5. a = 3, b = 4, c = 5, e+ f + d = 18; d, e, f = ?

in der folgenden Situation:
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1.8.1 Die Umkehrung der Strahlensätze

Bei beiden Strahlensätzen haben wir immer vorausgesetzt, dass die schneiden-
den Geraden zueinander parallel sind und deshalb die Verhältnisse gelten.

g || h ⇒ a : b = c : d

g || h ⇒ e : f = a : (a+ b)

Bei der Umkehrung der Strahlensätze geht es um die Frage, ob die schnei-
denden Geraden zueinander parallel sind, wenn die Verhältnisse gelten.

a : b = c : d
?⇒ g || h

e : f = a : (a+ b)
?⇒ g || h

Geometrie-Aufgaben: Ähnlichkeit & Strahlensätze 4
(Zugehörige Lösungen)
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1.8.2 Die Linsengleichung

Wir schliessen mit einer Anwendung der Strahlensätze zur Herleitung der Lin-
sengleichung

Wir haben die folgende Situation:
Die Linse L bildet einen Gegenstand der
Länge G auf ein Bild der Länge B ab,
wobei

� b der Abstand von B zur Linse,

� g der Abstand von G zur Linse
und

� f die Brennweite der Linse ist.

L

Dann gilt die folgende Linsengleichung:
1

f
=

1

g
+

1

b

Herleitung:
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Vor einer Sammellinse mit f = 25cm steht ein 60cm hoher Gegenstand im
Abstand von g = 150cm.

� Bestimme die Höhe des Bildes:

� Welche Brennweite müsste die Linse haben, damit ein gleich grosses Bild
erzeugt wird?

� Führt die Verdoppelung der Brennweite zu einer Verdoppelung der Bild-
grösse? (bei gleichbleibendem Abstand zur Linse.)
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1.9 Meine Zusammenfassung
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