Gymnasiale Mittelstufe

Aufgaben mit Losungen zur Kreisberechnung

60°

A B

Der gefarbte Kreis mit dem Mittelpunkt M ist dem Kreissektor ABC mit dem Mittel-

punkt A und einem Offnungswinkel von 60° einbeschrieben.

(a) Zeichne die Figur fiir den Sektorradius AB = a = 6 cm.
Tipp: Die beiden Kreislinien beriihren sich in einem Punkt 7. Durch diesen Punkt
verlduft die gemeinsame Tangente an die beiden Kreislinien. Zeichne diesen Punkt

T und die Tangente ein.

(b) Welchen Bruchteil der Sektorfliche nimmt der Kreis ein?

Lésung: (a)

(b) Die Gerade [AT] ist eine Symmetrieachse des gleichseitigen Dreiecks ABC und des Drei-
ecks ADE. Also ist dieses Dreieck ADFE ebenfalls gleichseitig. Die Strecke [MT] stellt den
Radius des Kreises k dar.

Die a = 6 cm lange Strecke [AT] ist eine Hohe im gleichseitigen Dreieck ADE. Der Kreis



k ist der Inkreis des Dreiecks ADE. = [AT]|N[EF]| = M. Somit stellt die Strecke [MT]
den Radius des Kreises k dar.

WEeil im gleichseitigen Dreieck die Winkelhalbierenden gleichzeitig die Schwerlinien sind,
teilt der Mittelpunkt M die Strecke [MT] im Verhéltnis 2 : 1.

1 2
= r—la = AKMS—<3.G>7T—1-1 2
_3 ASektor_LOO.GQﬂ__g.G 3
360°

Die Punkte A und B sind die Mittelpunkte der beiden Kreishtgen, welche die beiden
Halbkreise mit den Mittelpunkten M; und M, (Radius r) sowie den Kreis um M; mit
dem Radius R beriihren.

Der Kreis um Mj3 mit dem Radius R beriihrt den Kreisbogen von B nach C' im Punkt E.

(a) Zeige: R =1,2r.
(b) Um wie viel Prozent ist der Flacheninhalt Ap des Kreises um Mj groBer als der

Flacheninhalt A, der beiden Halbkreise zusammen?

Liosung: (a) AM3z = AE — M3E = 4r — R
Wende in den beiden Dreiecken AM M3 und MM Mz den Satz des PYTHAGORAS an:

AAMMs: = (47— R)? — (2r)?
x? = 16r2 — 8rR + R? — 472
2 = 122 —8rR + R? (1)
AM;MM;z: x? = (r+R)?*-1r?
z? = 124+ 2rR+ R?> — 12
72 = R’+2rR (2)
(1) =(2): 12r2 -8R+ R*? = R2+4+2rR
& 1272 — 10Rr = 0
= 2r(6r — 5R) = 0 =R=1,2r



(b) Fliachenunterschied:
AA= AR — Ay = R*rr —?n = (1,2r)%7m — r?m = r?7(1,44 — 1) = 0, 4407

AA 0, 44r37
) =0,44 = 44
A, r2m ’ %
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In den Kreis k£ mit dem Radius r ist das Quadrat ABC'D und in seinen Halbkreis ist das
Quadrat PQRS einbeschrieben.

(a) Zeichne die Figur fiir r = 4 cm.

(b) Berechne das Verhéltnis der Flacheninhalte der beiden Quadrate.

Lésung: (a)
S’ R’




Zeichne zunéchst den Kreis mit dem Mittelpunkt M und seinem waagrecht liegenden Durch-
messer. Zeichne dann zwei Geraden ein, die jeweils einen 45°-Winkel mit dieser Waagrechten
bilden und sich im Punkt M schneiden. Die Schnittpunkte dieser beiden Geraden mit der
Kreislinie k sind die Eckpunkte des Quadrates ABCD.

Um das Quadrat PQRS zu erhalten, zeichnest du am besten erst ein (hier gestrichelt ein-
gezeichnetes) Probequadrat mit den Eckpunkten R’ und S’ ein. Dann folgt:
[IMR']Nk={R}und [MS']Nk={S}.

Die Lote der Eckpunkte R und S auf die Waagrechte liefern die restlichen Quadrat-
Eckpunkte @ und P.

Fiir die Berechnung kannst du den Radius r verwenden. Es geht jedoch auch, wenn du fiir
r 4 cm einsetzt.

Es gilt: AB =y und M P = z, dann ist PS = 2x (siehe Zeichnung).

Das Dreieck ABM ist gleichschenklig-rechtwinklig und damit ein halbes Quadrat mit der
Diagonalenlinge y = 7v/2. =  Aapcp = y> = 212

PYTHAGORAS im Dreieck PMS: 22 + (21:)2 = r2

2r 4
s ft=r? & 22="- = A =(2z)% = =72
T r z 7 PQRS = (2) 57“
4 4
Apgrs 5" 4
Aupcp 2r2 10 %

Das Quadrat ABCD ist um 60% grofler als das Quadrat PQRS.



Die Figur ist dem Logo eines Verlages in Miinchen nachempfunden. IThr liegt ein regelméafi-
ges Sechseck zugrunde. Die sechs Seiten sind jeweils die Diagonalen der Quadrate. Im

Inneren ist ein Stern zu sehen.

(a) Zeichne zundchst das regelméBige Sechseck mit einer Seitenldnge von 6cm. Fiige

dann die Quadrate hinzu.
(b) Berechne den Fldcheninhalt eines Quadrates.

(c¢) Berechne den Flacheninhalt des Sterns.

Lésung: (a) Zeichne zunéchst einen Kreis mit Radius 6 cm. Um die Eckpunkte auf der Kreislinie zu
erhalten, tragst du den Kreisradius 6-mal auf der Kreislinie ab. Beginne am oberen, dann
am unteren Eckpunkt.

Um die Quadrate zu kostruieren, zeichnetst du am besten einen THALES-Kreis, dessen
Durchmesser irgendeine Seite des regelméfligen Sechsecks ist. Ein solcher ist schon in der
Darstellung oben gestrichelt eingezeichnet. Beachte sodann, dass die Diagonalen in jedem
Qaudrat gleich lang sind und aufeinander senkrecht stehen. Die Eckpunkte der restlichen

Quadrate erhéltst du z.B. durch Punkt- bzw. Achsenspiegelungen.



M

Dieser Ausschnitt der Gesamtfigur ist im Mafistab 1 : 2 dargestellt.

(c) Die Diagonalenlinge jedes der 6 Quadrate betrégt 6 cm.

= AQuadrat = 3 62 cm? = 18 cm?
(d) Berechne zunéchst den Flicheninhalt des regelmifiigen Sechsecks. Es besteht aus 6 kongru-

enten gleichseitigen Dreiecken mit der Seitenlédnge 6 cm.
6 2
=  Agechseck = 0 - T V3cem? = 54v3cm?® ~ 93,53 cm?.
Um den Stern zu erhalten, musst du aus diesem Sechseck 6 halbe Quadrate ausschneiden.
Die Flache des Sterns erhéltst du also dadurch, dass du von seinem Flacheninhalt den von

3 Quadraten subtrahierst:
Astern = 54v/3cm? — 3 - 18 cm? = 18(3v/3 — 4) cm? ~ 21,53 cm?.

Das Viereck ABCD ist ein Quadrat. Der Punkt B ist der Mittelpunkt des Kreisbogens,
der durch die Punkte D und F' verlauft. M; und M, sind die Mittelpunkte der beiden
kleinen Kreise, wihrend der grofle Kreis den Mittelpunkt M3 besitzt.

(a) Zeichne die Figur fiir AE = 6 cm.



(b) Vergleiche Die Flacheninhalte A; und A, der beiden kleinen Kreise mit dem Fléchen-

inhalt A3 des groflen Kreises.

Lésung: (a) Klar.
(b) Ay = A3 =1,5°rcm?® = A;+ Ay =2-1,5?7cm? (= 14,14 cm?)
Der Durchmesser d des grofien Kreises ist genauso lang wie die Diagonale [BD] des Quadates
ABCD.
= d=3y/2cm = ry = 1,5\/§cm.
=  A3=(1,5v/2)?rcm? =2-1,5%7rcm? = A; + A,.
Also sind die beiden kleinen Kreise zusammen genauso grofl wie der grofle Kreis.
Oder kiirzer: Der Durchmesser des groflen Kreises ist V2 — mal so grofl wie der Durchmesser
eines kleinen Kreises. Also ist der Flichenihalt des grofien Kreises doppelt (= (v/2)?) so

grof} wie der eines kleinen Kreises.

6. Gegeben ist ein gleichseitiges Dreieck
mit der Seitenlédnge a. (Die Mittelpunk-
te der Kreisbogen sind durch Punkte

markiert.)

(a) Berechnen Sie Fliche und Um-

fang des Umbkreises.

(b) Berechnen Sie die Gesamtfliche
der 3 schraflierten Mondchen

iiber den Dreiecksseiten.

Lésung: (a) U = 27T§a, A=Za?

3,2 3,2 2
(b) AMonde: gﬂ'CL —1—%@ —%OL



7. Nebenstehende Skizze zeigt einen Ausschnitt zwei-

er regulédrer n-Ecke mit den Seitenldngen BBy = M
s, und A;As = t,, welche einem gegebenen Kreis /1\\
k(M;r) ein- bzw. umbeschrieben sind. )/ : '
/ | \
(a) Zeigen Sie, dass fiir den Flacheninhalt F}, des )/ : "
umbeschriebenen n-Ecks die Formel r // [ \\
/ | \
— 1., / \
Fn =3 r Un / : \
gilt, wobei U,, den Umfang dieses n-Ecks be- // : \\
zeichnet. / S, : '
. . Bl// | \éQ
(b) Beweisen Sie unter Verwendung des Strah- L 1 \
lensatzes die Formel A tn A
ty = o =
- ()

Lésung:

8. Ein Kreis vom Radius » = 1 ist von einem einbeschriebenen und einem umbeschriebenen
regelméfigen Sechseck eingeschlossen (vgl. Abb.).

P

(a) Schreiben Sie die Lénge des Tangentenstiicks 6

te als Vielfaches der halben Sehne sg.
a6
(b) Der Umfang des umbeschriebenen Sechsecks L

wird mit Uy, der des einbeschriebenen Sechs-
ecks mit ug bezeichnet. Schreiben Sie Uy als

Vielfaches von ug.

(c) Berechnen Sie Zahlenwerte fiir beide

Umfange.

Losung: Dies ist der Ausgangspunkt fiir die m-Berechnung nach Archimedes

a) tg= %36 b) Us= %% ¢) wug = 6,0000, Us = 6,9282

9. Ein Kreis vom Radius » = 1 wird wie in der Abbildung von einem einbeschriebenen und
einem umbeschriebenen regelméBigen n-Eck eingeschlossen (Umféange wu,, bzw. U,,). Beide

Vielecke kénnen in kongruente, gleichschenklige Dreiecke zerlegt werden, fiir die folgende



Bezeichnungen gewihlt werden: a,, = MF fiir die Hohe des Dreiecks ABM, s,, = F B fiir
die Halfte der Sehne, t,, = F'B’ fiir das entsprechende Tangentenstiick.

(a) Zeige: t,, = Z—Z

(b) Welche Gleichungen
bestehen zwischen U,
und ¢, bzw. u, und

Sp?

(c) Begriinden Sie U, =
Uy,
"

Lésung: a) Strahlensatz b) U, = 2nt,, u, =2ns, c¢) Division 5—:

10.

2a

A

Der Kreisbogen b von B nach D im Quadrat ABC'D mit der Diagonalenlédnge 2a besitzt
den Mittelpunkt A.

In der Figur ist eine Moglichkeit dargestellt, wie die Mittelpunkte M; und Ms der beiden

einbeschriebenen Kreise k1 und k; mit den Radien R bzw. r konstruiert werden konnen.

(a) e Beschreibe die einzelnen Konstruktionsschritte in der richtigen Reihenfolge.

e Konstruiere die Figur mit den einbeschriebenen Kreisen k; und ks fiir a = 6 cm.



(b) Berechne die Kreisradien R und 7 in Abhéngigkeit von a. Bestétige damit, dass diese

Konstruktion der einbeschriebenen Kreise korrekt ist.
Tipp: Zeichne die Beriihrradien der Kreisline ks an die Seiten [BC| und [DC] ein.

— Zeichne Das Quadrat ABC'D mit seinen Diagonalen und dem Kreisbogen b

- bN[AC] ={T}

— Zeichne die Tangente t an diesen Kreisbogen im Punkt T

— tN[DC) ={P} und tN[BC] ={Q}

— Die Senkrechten auf die Seiten [AC] und [BC] im Punkt P bzw. @ schneiden sich
im Mittelpunkt M;

— Der Kreis um den Punkt M; mit dem Radius M;Q schneidet die Diagonale [AC] im
Kreismittelpunkt M,

— R=MT und r = MyT

e Konstruktion: Die Diagonalen sind 2a = 12 cm lang, sie stehen aufeinander senkrecht

und sie halbieren sich. Die restlichen Konstruktionsschritte sind oben angefiihrt.

2a




11.

Das Dreieck PQC' ist gleichschenklig-rechtwinklig.
Dort gilt: TC = AC — AT = 2a — aV/2.

Das Viereck M1QCP ist ein Quadrat. Also gilt dort:
M,T =TC = 2a — av/2 = R.

M1Q=M1M2=P_C=W~\/§:(2a—a\/§)\/§=2a\/__za.
r = MT = M{My — MiT = MM, — TC = 2a+/2 — 2a — (2a — a\/2)
r=3av2 — 4a

Die beiden Beriihrradien r erzeugen das Quadrat MyRCS. Dann miisste aber gelten:
MyC = rv/2.

Nun ist MyC = M1C — MMy =2-TC — M; M,

=  MyC =2-(2a—aVv?2)—(2av/2—2a) = 4a—2av/2—2aV2+2a = MyC = 6a—4a\/2 =
(3aV/2 — 4a) - V2 = r - /2, was zu zeigen war.

Analog miisste nun gelten: My A = Rv/2:
MiA=AC —~CM, =2a—-2-TC =2a—2-(2a — aVv2) = 2a\/2 — 2a
M A= (2a — a\/i)\/ﬁ = R\/2, was zu zeigen war.

Das ist das Bild eines Fensters, das sich in der Zisterzienserabtei Hauterive in Fribourg
(Schweiz) befindet.

Der Radius des Umkreises dieser Figur sei Rcm. Der Radius der kleinen Kreisbogen sei
jeweils 7 cm.

Die gestrichelten Linien erzeugen im Inneren ein Quadrat und ein gleichseitiges Dreieck.

(a) Konstruiere die Figur fir R = 5 cm.



— R
b Zeige: MS =2 = —————
(b) e Zeige x V31 1)em

R R
Zeige: = —V3—-—
* Zeige: zem = o 5

(c) Hier ist eine recht umstéandlichere Moglichkeit dargestellt, die Figur zu konstruieren:

T

Der Mittelpunkt der Strecke [MT] ist der Punkt G. Das Dreieck PQG ist gleichseitig

und es besitzt die Seitenldnge R cm.
- R R
Begriinde: Diese Konstruktion ergibt ME = MS = xcm = £ 3— 7

Lésung: (a)



— Zeichne einen Kreis um M mit dem Radius R = 5cm
— Zeichne die vier Symmetrieachsen der Figur ein; = Punkt T’
— Trage am Punkt T links und rechts einen 30°-Winkel mit dem Schenkel [T'M an
— Die freien Schenkel dieser Winkel schneiden die im 45°-Winkel stehenden Symmetrie-
achsen im Punkt D bzw. C. Das Dreieck DCT ist dann gleichseitig.
— Die Punkte D, C und T sind jeweils die Mittelpunkte der drei Kreisbogen
— Der Rest kommt durch Punkt- oder Achsenspiegelung zustande
(b) e Das Dreieck MCD ist gleichschenklig-rechtwinklig.
= SM=5SD=SC=xcmund CD = SC = 2xcm.
Das Dreieck DC'T ist gleichseitig.
Also gilt fiir dessen Hohe ST = 2 - g\/g cm = zv3cm.
= (z+2v3)em=2(1++3)em =R

R
= r=————
(vV3+1)cm
R vV3-1 RV3—-R RV3 R
® IrCim — . = = _
V3+1 V3-1 2 22
(c) EsgiltME:E_G—MG=RT\/§—§.

12.



Erwin hat einen Kreis aus Papier ausgeschnitten. Er faltet nun die Kreisscheibe so, dass
der Punkt E auf den Kreismittelpunkt M zu liegen kommt.

(a) Zeichne die Figur mit einem Kreisdurchmesser von 6 cm .

(b) Berechne den Anteil der eingeférbten Flidche an der gesamten Kreisfliche in Prozent.

Runde dein Ergebnis auf zwei Stellen nach dem Komma.

Lésung: (a)

(b) Von der Kreisscheibe hat Erwin das Kreissegment C DM C' heruntergeklappt.
Den Flacheninhalt dieses Kreissegmentes erhéltst du, indem du vom Flédcheninhalt des
Kreissektors EDMCFE den Flacheninhalt des Dreiecks DCE subtrahierst.
Im Dreieck DMFE gilt: ME =MD = DFE =3cm.
Also ist das Dreieck DM FE gleichseitig, und es gilt: ¢ = 60°.
Das Dreieck DC'E hat den gkeichen Flacheninhalt wie dieses Dreieck DM E .




120°

ﬁ-SQ-WcmZ ~9,42cm?.

Sektor =
32
AADCE = Zcm2 V3~ 3,90 cm?.
ASegment ~ 9; 42 Cm2 — 3, 90 CIl’l2 = 5, 52 cm2 .

Diese Segmentfliche musst du zwei Mal von der Fliache der Kreisscheibe subtrahieren:
Agetirbt ~ 32mem? — 2+ 5,52cm? ~ 17,23 cm?.

Agefarbt 17,23 cm?
Ay 28,27cm?

~ 0,6945 = 69,54% .

13, A M B

Im gleichseitigen Dreieck ABC' ist M der Basismittelpunkt.
Diesem gleichseitigen Dreieck sind ein Halbkreis und ein kleinerer Kreis einbeschrieben

worden. Die beiden Kreislinien beriihren sich im Punkt 7.

(a) Zeichne die Figur fiir AB = 8cm.

(b) Berechne das Verhéltnis des Flacheninhaltes des kleinen Kreises zu dem des Halb-

kreises.
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Wir bezeichenen die Seitenléinge des gleichseitigen Dreiecks ABC mit a.

Die Dreiecke AM A1 und M BB sind halbe gleichseitige Dreiecke mit der Seitenléinge §.

B

(s}

Lésung:

Aus Symmetriegriinden sind diese beiden Dreiecke zudem kongruent.

Das Dreieck M BB; ist (ebenso wie das Dreieck AM A;) ein halbes gleichseitiges Dreieck
mit der Dreieckshohe M By (= MA;) = 4V/3.

Weil der Punkt T auf der Halbkreislinie liegt, gilt ebenso MT = %\/3 = % -MC'.

M, und My, sind also zwei Seitenmittelpunkte des gleichseitigen Dreiecks ABC'.

Dann gilt [M,M,] || |[AB] .

Demnach betréigt der Inkreisradius p; des Dreiecks My M,C' ein Viertel von dem des Drei-
ecks ABC.

Fiir den Inkreisradius py des gleichseitigen Dreiecks gilt: py = % . %\/g .

> p=ed8VE=£VE

Fiir den Fliacheninhalt Ay des kleinen Kreises gilt dann:

2

Ak:(%\/g)Z-W:g—G-ﬂ.

Fiir den Fliacheninhalt Ap g des Halbkreises gilt dann:

_sa?
32

AHK:%-<%\/§>2-7T ST

Fiir das fragliche Flachenverhéltnis ergibt sich dann:
LA >
2T T 3

Ak [a2

A |96



