
Für den Ortsvektor ~rr ðQÞ erhalten wir dann:

~rr ðQÞ ¼ ~rr ðP 1Þ þ
1

2
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¼
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1,5
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@

1

A

Ergebnis: Q ¼ ð� 1,5; 1, 5; 3Þ. &

3.3 Skalarprodukt zweier Vektoren

3.3.1 Definition und Berechnung eines Skalarproduktes

Die in Abschnitt 2.3 gegebene Definition des skalaren Produktes zweier Vektoren lässt

sich sinngemäß auch auf räumliche, d. h. 3-dimensionale Vektoren übertragen:

Definition: Unter dem Skalarprodukt ~aa � ~bb zweier Vektoren ~aa und ~bb versteht

man den Skalar

~aa � ~bb ¼ j~aa j � j~bb j � cos j ¼ a b � cos j ðII-61Þ

wobei j der von den beiden Vektoren eingeschlossene Winkel ist

(0� � j � 180�; Bild II-44).

Rechenregeln für Skalarprodukte

Die Skalarproduktbildung ist sowohl kommutativ als auch distributiv:

Kommutativgesetz ~aa � ~bb ¼ ~bb � ~aa (II-62)

Distributivgesetz ~aa � ð~bb þ ~cc Þ ¼ ~aa � ~bb þ ~aa � ~cc (II-63)

Ferner gilt für einen beliebigen reellen Skalar l :

l ð~aa � ~bb Þ ¼ ðl~aaÞ � ~bb ¼ ~aa � ðl~bb Þ ðII-64Þ
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Orthogonale Vektoren

Verschwindet das skalare Produkt zweier vom Nullvektor verschiedener Vektoren, so bil-

den sie einen rechten Winkel miteinander, stehen also aufeinander senkrecht (auch die

Umkehrung gilt). Solche Vektoren heißen (wie in der Ebene) orthogonal.

Orthogonale Vektoren

Zwei vom Nullvektor verschiedene Vektoren ~aa und ~bb stehen genau dann auf-

einander senkrecht, sind also orthogonal, wenn ihr Skalarprodukt verschwindet :

~aa � ~bb ¼ 0 , ~aa ? ~bb ðII-65Þ

Die drei Einheitsvektoren ~ee x,~ee y,~ee z bilden eine sog. orthonormierte Basis, d. h. die

Vektoren stehen paarweise aufeinander senkrecht (orthogonale Vektoren) und besitzen

jeweils den Betrag Eins (normierte Vektoren):

~ee x � ~ee y ¼ ~ee y � ~ee z ¼ ~ee z � ~ee x ¼ 0

~ee x � ~ee x ¼ ~ee y � ~ee y ¼ ~ee z � ~ee z ¼ 1 ðII-66Þ

Für den Sonderfall ~aa ¼ ~bb erhält man:

~aa � ~aa ¼ j~aa j � j~aa j � cos 0� ¼ j~aa j � j~aa j � 1 ¼ j~aa j 2 ¼ a 2 ðII-67Þ

Der Betrag eines Vektors ~aa lässt sich daher auch über das Skalarprodukt ~aa � ~aa berech-

nen:

j~aa j ¼ a ¼
ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi

~aa � ~aa
p

ðII-68Þ

Berechnung eines Skalarproduktes aus den skalaren Vektorkomponenten

(Vektorkoordinaten)

Das Skalarprodukt zweier Vektoren kann auch direkt aus den skalaren Komponenten der

beiden Vektoren bestimmt werden:

~aa � ~bb ¼ ða x~ee x þ a y~ee y þ a z~ee zÞ � ðb x~ee x þ b y~ee y þ b z~ee zÞ ¼

¼ a x b x ð~ee x � ~ee xÞ þ a x b y ð~ee x � ~ee yÞ þ a x b z ð~ee x � ~ee zÞ þ

þ a y b x ð~ee y � ~ee xÞ þ a y b y ð~ee y � ~ee yÞ þ a y b z ð~ee y � ~ee zÞ þ

þ a z b x ð~ee z � ~ee xÞ þ a z b y ð~ee z � ~ee yÞ þ a z b z ð~ee z � ~ee zÞ

ðII-69Þ

Die dabei auftretenden Skalarprodukte verschwinden, wenn an ihrer Bildung zwei ver-

schiedene Einheitsvektoren beteiligt sind. In allen anderen Fällen haben die Skalarpro-

dukte den Wert 1. Damit reduziert sich die Gleichung (II-69) wie folgt:
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~aa � ~bb ¼ a x b x � 1 þ a x b y � 0 þ a x b z � 0 þ a y b x � 0 þ a y b y � 1þ

þ a y b z � 0 þ a z b x � 0 þ a z b y � 0 þ a z b z � 1 ¼

¼ a x b x þ a y b y þ a z b z ðII-70Þ

Wir fassen zusammen:

Berechnung eines Skalarproduktes aus den skalaren Vektorkomponenten (Vek-

torkoordinaten) der beteiligten Vektoren

Das Skalarprodukt ~aa � ~bb zweier Vektoren ~aa und ~bb lässt sich aus den skalaren

Vektorkomponenten (Vektorkoordinaten) der beiden Vektoren wie folgt berechnen:

~aa � ~bb ¼

a x

a y

a z

0

B

@

1

C

A
�

b x

b y

b z

0

B

@

1

C

A
¼ a x b x þ a y b y þ a z b z ðII-71Þ

Regel: Komponentenweise Multiplikation, anschließende Addition der Produkte.

Das skalare Produkt zweier Vektoren kann somit (wie in der Ebene) auf zwei verschie-

dene Arten berechnet werden:

~aa � ~bb ¼ j~aa j � j~bb j � cos j ¼ a x b x þ a y b y þ a z b z ðII-72Þ

& Beispiele

(1) Das skalare Produkt der Vektoren ~aa ¼

1

� 2

2

0

@

1

A und ~bb ¼

3

2

� 4

0

@

1

A beträgt:

~aa � ~bb ¼

1

� 2

2

0

@

1

A �

3

2

� 4

0

@

1

A ¼ 3 � 4 � 8 ¼ � 9

(2) Die Vektoren ~aa ¼

2

1

5

0

@

1

A und ~bb ¼

3

4

� 2

0

@

1

A sind orthogonal, da ihr

Skalarprodukt verschwindet :

~aa � ~bb ¼

2

1

5

0

@

1

A �

3

4

� 2

0

@

1

A ¼ 6 þ 4 � 10 ¼ 0

(3) Wir beweisen den Satz des Pythagoras : In einem rechtwinkligen Dreieck ist die

Summe der beiden Kathetenquadrate gleich dem Quadrat der Hypotenuse.
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Beweis: Die beiden Katheten sowie die Hypotenuse des rechtwinkligen Dreiecks

legen wir in der aus Bild II-45 ersichtlichen Weise durch Vektoren fest, wobei gilt :

~aa � ~aa ¼ a 2 , ~bb � ~bb ¼ b 2 , ~cc � ~cc ¼ c 2 ,

~aa � ~bb ¼ 0 ðda nach Voraussetzung ~aa ? ~bb Þ

Der Hypotenusenvektor ~cc ist ferner die Summe der beiden Kathetenvektoren ~aa

und ~bb :

~cc ¼ ~aa þ ~bb

Wir bilden nun das skalare Produkt von ~cc mit sich selbst:

~cc � ~cc ¼ ð~aa þ ~bb Þ � ð~aa þ ~bb Þ ¼ ~aa � ~aa þ ~aa � ~bb þ ~bb � ~aa þ ~bb � ~bb

Wegen der Orthogonalität von ~aa und ~bb ist ~aa � ~bb ¼ ~bb � ~aa ¼ 0 und es folgt:

~cc � ~cc ¼ ~aa � ~aa þ ~bb � ~bb oder c 2 ¼ a 2 þ b 2

Damit ist der Lehrsatz des Pythagoras bewiesen. &

3.3.2 Winkel zwischen zwei Vektoren

Aus Gleichung (II-72) erhalten wir die folgende wichtige Beziehung für den Winkel j

zwischen zwei Vektoren ~aa und ~bb :

cos j ¼
~aa � ~bb

j~aa j � j~bb j
¼

a x b x þ a y b y þ a z b z
ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi

a 2
x þ a 2

y þ a 2
z

q

�
ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi

b 2
x þ b 2

y þ b 2
z

q ðII-73Þ

Diese Gleichung lösen wir nach dem gesuchten Winkel j auf und erhalten das folgen-

de Ergebnis:

Winkel zwischen zwei Vektoren (Bild II-44)

Der von den Vektoren ~aa und ~bb eingeschlossene Winkel j lässt sich wie folgt be-

rechnen:

j ¼ arccos
~aa � ~bb

j~aa j � j~bb j

 !

ð~aa 6¼ ~00, ~bb 6¼ ~00Þ ðII-74Þ
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Zur Herleitung des Satzes des Pythagoras



& Beispiel

Wir berechnen nach Gleichung (II-73) bzw. (II-74) den Winkel j, den die Vektoren

~aa ¼
3

� 1

2

0

@

1

A und ~bb ¼
1

2

4

0

@

1

A miteinander einschließen:

~aa � ~bb ¼
3

� 1

2

0

B

@

1

C

A
�

1

2

4

0

B

@

1

C

A
¼ 3 � 1 þ ð� 1Þ � 2 þ 2 � 4 ¼ 3 � 2 þ 8 ¼ 9

j~aa j ¼
ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi

3 2 þ ð� 1Þ 2 þ 2 2

q

¼
ffiffiffiffiffiffiffi

14
p

, j~bb j ¼
ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi

1 2 þ 2 2 þ 4 2
p

¼
ffiffiffiffiffiffiffi

21
p

cos j ¼ ~aa � ~bb
j~aa j � j~bb j

¼ 9
ffiffiffiffiffiffiffi

14
p

�
ffiffiffiffiffiffiffi

21
p ¼ 0,5249 ) j ¼ arcccos 0,5249 ¼ 58,3�

&

3.3.3 Richtungswinkel eines Vektors

Ein Vektor ~aa ist bekanntlich eindeutig durch Betrag und Richtung festgelegt. Die Be-

rechnung des Betrages j~aa j erfolgt dabei nach Gleichung (II-54). Die Richtung des Vek-

tors legen wir durch die Winkel fest, die der Vektor mit den drei Koordinatenachsen

(d. h. mit den drei Basisvektoren ~ee x,~ee y und ~ee z) bildet. Diese Richtungswinkel kenn-

zeichnen wir der Reihe nach mit a, b und g (Bild II-46). Sie lassen sich mit Hilfe des

Skalarproduktes aus der Beziehung (II-73) bzw. (II-74) berechnen, indem man dort für
~bb der Reihe nach ~ee x,~ee y,~ee z setzt. So erhält man beispielsweise für den Winkel a
zwischen dem Vektor ~aa und der x-Achse die folgende Beziehung:

cos a ¼ ~aa � ~ee x
j~aa j � j~ee x j

¼

a x

a y

a z

0

@

1

A �
1

0

0

0

@

1

A

j~aa j � 1 ¼ a x þ 0 þ 0

j~aa j ¼ a x

j~aa j ¼
a x

a
ðII-75Þ
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