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1 Einführung &
die analytische Darstellung der Vektoren

Aus der Physik

� wissen wir schon was Vektoren sind:

� und kennen auch schon Beispiele von vektoriellen Grössen:

� und nicht-vektorielle Grössen:

� und eine Darstellungsmöglichkeiten:

Um mit den Vektoren auch rechnerisch umgehen zu können brauchen wir
eine analytische Darstellung:
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1.1 im R2:

1.2 im R3:
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2 Vektoren & die Grundoperationen

2.1 Im Rn

Wir wollen in diesem Kapitel die analytische und geometrische Definition der
Vektoren und ihrer Grundoperationen zusammentragen:

Dazu zuerst einige Grundbegriffe:

Definition 2.1 (Der Vektor in der Komponentendarstellung)

Der Vektor in der Komponentendarstellung :

x⃗ =:=


x1

x2

x3

...
xn

 = x = x

und die Darstellung eines Punktes :

X := (x1/x2/x3 . . . /xn) = (x1, x2, x3 . . . , xn)

Definition 2.2 (Die Addition von Vektoren)

Die Addition zweier Vektoren x⃗, y⃗ ∈ Rn ist wie folgt definiert:

x⃗+ y⃗ =


x1

x2

x3

...
xn

+


y1
y2
y3
...
yn

 :=


x1 + y1
x2 + y2
x3 + y3

...
xn + yn



Bem.: � Die Addition mehrere Vektoren wird analog definiert.

� Die Addition von Vektoren ist . . .

◦ kommutativ

◦ assoziativ
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Aufgaben 2.1 Beweise geometrisch im R2 die Kommutativität und die
Assoziativität der Addition von Vektoren:

Definition 2.3 (Die skalare Multiplikation)

Ein Vektor x⃗ ∈ Rn wird mit λ ∈ R skalar multipliziert :⇔

λ x⃗ = λ


x1

x2

x3

...
xn

 :=


λ · x1

λ · x2

λ · x3

...
λ · xn



Bem.: � der Nullvektor 0⃗

� mit λ = −1 erhalten wir den sog. Kehrvektor :

� es gilt das Distributivgesetz

Aufgaben 2.2 Beweise analytisch im R2, dass das Distributivgesetz erfüllt
ist:
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Definition 2.4 (Die Subtraktion von Vektoren)

Die Subtraktion zweier Vektoren x⃗, y⃗ ∈ Rn ist wie folgt definiert:

x⃗ · y⃗ := x⃗+ (−1) · y⃗

Bem.: � Im Kräfteparallelogramm können wir die Addition & Sub-
traktion zweier Vektoren anschaulich zusammenfassen:

� Die Subtraktion lässt sich für drei und mehrere Vektoren
analog definieren.

Aufgaben 2.3 Beweise analytisch und geometrisch im R2, dass die Sub-
traktion nicht-kommutativ und nicht-assoziativ ist:
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Beispiel 2.1 Gegeben sind die Vektoren a⃗, b⃗ und c⃗ und die skalaren
Grössen λ = 1.5 und µ = −2.

Konstruiere

1. λ · a⃗+ µ · b⃗− c⃗

2. µ · (⃗b− a⃗) + c⃗

3. a⃗− λ · (⃗b− µa⃗) + 1.5 · b⃗

4. 2 · a⃗+ 3 · b⃗− 2 · (c⃗+ a⃗)− µ · c⃗

Geometrie-Aufgaben: Vektorgeometrie 2 / 1,2,3,4
(Zugehörige Lösungen)
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2.1.1 Der Vektorraum & die Basis

Im Zusammenhang mit der Aufgabe 4 aus

Geometrie-Aufgaben: Vektorgeometrie 2

habt ihr die folgenden Begriffe schon recherchiert:

� Zerlegung eines Vektors

� Linearkombination

� Erzeugendensystem

� Basis

Im folgenden wollen wir sie anwenden und weiterführend diskutieren. Auf
der Grundlage zweier Lernvideos und begleitenden Fragen/Aufgaben, welche
ihr in Kleingruppen bearbeiten und diskutieren sollt:
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Video 1: von Studyflix.de zum Thema

Lineare Unabhängigkeit und lineare Abhängigkeit von Vektoren

� Was ist falsch zum Zeitindex 0:32 ?

� Stelle einen Vektor v⃗ ∈ R3 als linear von drei Vektoren abhängig dar und
lasse von einer anderen Kleingruppe mit Hilfe elektronischer Hilfsmittel
die Koeffizienten bestimmen:

� Stelle einen weiteren Vektor w⃗ ∈ R3 als linear von vier Vektoren abhängig
dar und lasse von einer anderen Kleingruppe mit Hilfe elektronischer Hilfs-
mittel die Koeffizienten bestimmen:
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� Beweise, dass die folgenden Vektoren

a⃗ =

 1
0
2

 , b⃗ =

 −1
1
0

 , c⃗ =

 0
0
−1

 ,

linear unabhängig sind.

� Bringe die Begriffe Lineare Ab-/ Unabhängigkeit und Linearkombination
in Zusammenhang:

� Bringe die Begriffe Linearkombination und Zerlegung eines Vektors
in Zusammenhang:
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Fragen, Unklarheiten und wichtige Resultate aus den Diskussionen in der
Gruppe:

Tragt für einen gruppenübergreifenden Austausch eure Ergebnisse in unse-
rem zugehörigen Etherpad ein.
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Video 2: von Mathe mit Noel zum Thema

Basis, Erzeugendensystem und Lineare Unabhängigkeit

� Definiere die folgenden Begriffe:

◦ n-Tupel:

◦ K-Vektorraum:

� Formuliere die zu den folgenden Zeitindizes gehörenden Gleichungssysteme
und löse sie mit Hilfe elektronischer Hilfsmittel:

◦ 1:00

◦ 2:20

◦ 4:37

� Was ist im Zeitindex 1:38 unpräzise?
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� Zum Zeitindex 3:11 :
Formliere wieder das zugehörige Gleichungssystem und erkläre, ohne das
System selber zu lösen, warum nur genau eine Lösung existiert.

� Bringe die Begriffe Lineare Ab-/ Unabhängigkeit und Determinante in Zu-
sammenhang:

� Diskutiere die Anzahl Basisvektoren im n-dimensionalen Raum:
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Fragen, Unklarheiten und wichtige Resultate aus den Diskussionen in der
Gruppe:

Tragt für einen gruppenübergreifenden Austausch eure Ergebnisse wieder in
unserem zugehörigen Etherpad ein.

Aufgaben 2.4 Bearbeitet abschliessend unsere Etherpad.

13



Aufgaben 2.5 Welche der folgenden Systeme bilden eine Basis

� für den R3: 1
0
0

 ,

 0
−1
0

 ,

 0
0
2

 ,

 1
0
0

 ,

 1
1
0

 ,

 1
1
1


 −1

1
0

 ,

 0
0
0

 ,

 0
0
1

 ,

 3
2
1

 ,

 −1
−1
2

 ,

 2
1
2



� für den R4:


1
0
0
0

 ,


0
1
0
0

 ,


0
0
0
1

 ,


0
0
1
0







1
2
0
0

 ,


0
2
3
0

 ,


0
0
3
4

 ,


1
0
0
4







−3
1
0
2

 ,

 0
1
0

 ,


0
0
1
2

 ,


0
0
−1
0







1
1
0
2

 ,


0
0
0
1

 ,


0
1
0
−1







1
2
3
4

 ,


2
4
6
8

 ,


0
2
1
1

 ,


0
0
−1
0







2
1
0
2

 ,


1
1
0
1

 ,


1
1
1
1

 ,


−4
1
2
1



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2.1.2 Erste komponentenfreie Anwendungen

Wir wollen mit Hilfe der komponentenfreien Darstellung von Vektoren noch die
folgenden (bekannten) Eigenschaften aus der Geometrie beweisen:

Beispiel 2.2 In einem Parallelogramm halbieren sich die Diagonalen.
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Beispiel 2.3 In einem beliebigen Dreieck teilen sich die Schwerlinien im
Verhältnis 1:2.
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Aufgaben 2.6 Beweise die folgende Behauptung:

Sind u⃗, v⃗ und w⃗ die Vektoren von den Ecken ei-
nes beliebigen Dreiecks zu dessen Schwerpunkt,
dann gilt:

u⃗+ v⃗ + w⃗ = 0⃗

Geometrie-Aufgaben: Vektorgeometrie 2 / 5,6,7,8
(Zugehörige Lösungen)
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2.2 Der R3

Wir steigen ein, mit einer kleinen Übung für das räumliche Vorstellungsvermögen,
einer Repetition des Satzes des Pythagoras und etwas Trigonometrie:

2.2.1 Der Normwürfel -
eine Übungen für das räumliche Vorstellungsvermögen

� Kennenlernen des Normwürfels:

◦ Markiere alle sichtbaren/ nicht-sichtbaren Kanten,

◦ Bestimme die Koordinaten aller Eckpunkte,

◦ Zeichne alle rechten Winkel ein.

� Zeichne die folgenden Punkte ein:

◦ A = (0.5/0/0)

◦ B = (0/1/0.25)

◦ C = (1/0.5/1)

◦ D = (0.25/0.5/1)

◦ E = (0.8/0.8/0.8)
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� Bestimme die Koordinaten eines Punk-
tes

◦ in der Grundfläche,

◦ in der Deckfläche,

◦ in der xz-Ebene,

◦ in der yz-Ebene,

◦ innerhalb des Würfels,

◦ ausserhalb des Würfels.

� Zeichne die folgenden Punkte ein

A = (1/0/0) B = (0/1/0)
C = (1/1/0.5) D = (0.8/1/1)
E = (0/0.2/1)

und berechne die Länge folgender
Strecken:

◦ AB

◦ AC

◦ CD

◦ DE
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� Zeichne die folgenden Punkte ein

A = (1/0/0) B = (1/1/0)
C = (0.5/0/0) D = (0.5/1/0.2)
E = (0.2/0/0.8) F = (0/0/1)

und berechne die Länge folgender
Strecken:

◦ AD

◦ CE

◦ BF

◦ BD

◦ DE

� Zeichne die folgenden Punkte ein

A = (1/0/0) B = (1/1/0)
C = (0/0/0) D = (0/1/0)
E = (1/0/1) F = (1/1/1)
G = (0/0.8/1) I = (0/1/0.8)

und berechne den Inhalt folgender Drei-
ecke:

◦ ∆ACE

◦ ∆BDI

◦ ∆EFG
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� Zeichne die folgenden Punkte ein

A = (1/0/0) B = (1/1/0)
C = (0/1/1) D = (1/0/0.4)
E = (1/1/0.4) F = (0/1/0.8)
G = (0/0/0.8)

und berechne den Inhalt folgender
Flächen:

◦ ABC

◦ DEFG

� Zeichne die folgenden Punkte ein

A = (1/0/0) B = (1/1/0)
C = (0/0/0) D = (0.5/1/0.8)
E = (0/0/0.5) F = (0.5/1/1)

und berechne den Umfang, Inhalt & die
Innenwinkel der folgenden Dreiecke:

◦ ∆AEF

◦ ∆CBD
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Wir schliessen unsere Übungen zur räumlichen Vorstellung mit der Dualität
unter den Platonischen Körpern ab:

a

aVorlage: D. Ortner: Die fünf Platonischen Körper
http://www.zebis.ch/inhalte/unterricht/mathematik/polyeder.pdf
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Aufgaben 2.7 � Formuliere den Euler’schen Polyedersatz und über-
prüfe seine Gültigkeit an den Platonischen Körpern.

� Untersuche die Platonischen Körper auf Dualität.
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2.3 Erste Anwendungen in der Komponentenschreibweise

2.3.1 Der Vektor von A nach B

Beispiel 2.4 � Seien A = (3/0/3) und B = (3/5/0) gegeben.

Bestimme A⃗B.

� Seien P = (xP /yP /zP ) und Q = (xQ/yQ/zQ) ge-
geben.
Bestimme P⃗Q.

24



2.3.2 Der Mittelpunkt der Strecke PQ

Beispiel 2.5 � Seien A = (3/0/2) und B = (4/6/12) gegeben.
Bestimme den Mittelpunkt von AB

� Seien P = (xP /yP /zP ) und Q = (xQ/yQ/zQ) ge-
geben.
Bestimme den Mittelpunkt von PQ.
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2.3.3 Der Abstand zweier Punkte d(P,Q)

Der Abstand zweier Punkte lässt sich einfach mit Hilfe der Vektorrechnung be-
stimmen: . . .

Wir beginnen im R2 und werden die Situation auf den R3 erweitern und
anschliessend einige Anwendungen besprechen.

Beispiel 2.6 � Bestimme die Länge des Vektors von A = (2/3) nach
B = (5/5).

� Bestimme den Abstand zwischen den Punkten A =
(2/3) und B = (5/5).

� Bestimme den Abstand zwischen den Punkten
P = (xP /yP ) und Q = (xQ/yQ).
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Beispiel 2.7 � Bestimme die Länge des Vektors a⃗ =

 3
7
10



� Bestimme die Länge des Vektors a⃗ =

 ax
ay
az

.

� . . . und somit folgt für den Abstand zwischen den
Punkten
P = (xP /yP /zP ) und Q = (xQ/yQ/zQ).

Geometrie-Aufgaben: Vektorgeometrie 3
(Zugehörige Lösungen)
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Aufgaben 2.8 Bestimme die Punkte auf der y-Achse, die vom Punkt A =
(−6/0) doppelt so weit entfernt sind wie vom Punkt B =
(3/3).

28



Aufgaben 2.9 Bestimme den Mittelpunkt des Kreises, der durch die Punk-
te A,B und C , mit

A = (5/7) , B = (−1/− 1) , C = (6/0)

bestimmt ist.

Geometrie-Aufgaben: Vektorgeometrie 4
(Zugehörige Lösungen)
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3 Das Skalar- & Vektorprodukt

Wir schliessen den 1. Teil der Vektorgeometrie mit der Einführung zweier wich-
tiger Verknüpfungen von Vektoren.

3.1 Das Skalarprodukt

Das Skalarprodukt, dessen grosse geometrische Bedeutung darin liegt, dass mit
ihm Längen und Winkel und somit die zentralen Grössen in der Geometrie be-
rechnet werden können, wirst Du im Folgenden selbständig einführen.

Wir werden eine Situation aus der Physik besprechen, welche die Einführung
des Skalarproduktes motiviert und als Grundlage für das weitere selbständige
Erarbeiten wirst Du einen kurzen Auszug aus

L.Papula:
Mathematik für Ingenieure & Naturwissenschaftler, Bd. 1

erhalten.

Deine Aufgabe wird dann darin bestehen,

1. das Skript durchzuarbeiten und

2. einige Aufträge zuerledigen.

30



Zur Einleitung eine Motivation aus der Physik:
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Deine Aufträge:

� Stelle das Skalarprodukt als eine Funktion dar:
(d.h.: Bestimme den Definitions- & Wertebereich und formuliere die zu-
gehörige Funktionsgleichung & -zuordnung)

� Beweise die Kommutativität des Skalarproduktes:

� Normiere die folgenden Vektoren: a⃗ =

 2
−3
4

 , b⃗ =

 x
y
z

.

� Welche der folgenden Vektoren stehen senkrecht zueinander:

a⃗ =

 1
2
3

 , b⃗ =

 3
−2
1

 , c⃗ =

 −3
0
1

 , d⃗ =

 1
2
−1

 , e⃗ =

 −1
0
3



� Bestimme einen zu g⃗ =

 2
0
−4

 orthonormierten Vektor.

Lass dein Beispiel von einem/er MitschülerIn verifizieren.
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� Beweise die folgende Aussage:

Die Diagonalen in einem Rhombus stehen senkrecht zueinander.

� Bestimme einen zu g⃗ =

 4
5
3

 und h⃗ =

 1
2
−1

 senkrecht stehenden

Vektor.
(Überlege zuerst, wieviele Gleichungen dir zur Verfügung stehen und wie-
viele für eine eindeutige Lösung nötig sind.)
Lass auch in diesem Fall dein Beispiel von einem/er MitschülerIn verifi-
zieren.

� Bestimme die Längen und den Zwischenwinkel der folgenden Vektoren:

x⃗ =

 0
−2
3

 , y⃗ =

 3
1
2

 .
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� Gegeben sind die folgenden Ecken des Dreiecks ∆ABC:

A = (−1/3/7), B = (−5/4/3), C = (6/− 5/− 4)

Bestimme

◦ die Innenwinkel,

◦ den Umfang und

◦ den Flächeninhalt

des Dreiecks ∆ABC.
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3.1.1 die Auszüge aus Papula

Für den Ortsvektor ~rr ðQÞ erhalten wir dann:

~rr ðQÞ ¼ ~rr ðP 1Þ þ 1

2
P 1 P 2
���! ¼ � 4

3

2

0@ 1A þ 1

2

5

� 3

2

0@ 1A ¼

¼
� 4

3

2

0@ 1A þ 2,5

� 1,5

1

0@ 1A ¼ � 4 þ 2,5

3 � 1,5

2 þ 1

0@ 1A ¼ � 1,5

1,5

3

0@ 1A
Ergebnis: Q ¼ ð� 1,5; 1, 5; 3Þ. &

3.3 Skalarprodukt zweier Vektoren

3.3.1 Definition und Berechnung eines Skalarproduktes

Die in Abschnitt 2.3 gegebene Definition des skalaren Produktes zweier Vektoren lässt
sich sinngemäß auch auf räumliche, d. h. 3-dimensionale Vektoren übertragen:

Definition: Unter dem Skalarprodukt ~aa � ~bb zweier Vektoren ~aa und ~bb versteht
man den Skalar

~aa � ~bb ¼ j~aa j � j~bb j � cos j ¼ a b � cos j ðII-61Þ
wobei j der von den beiden Vektoren eingeschlossene Winkel ist
(0� � j � 180�; Bild II-44).

Rechenregeln für Skalarprodukte

Die Skalarproduktbildung ist sowohl kommutativ als auch distributiv:

Kommutativgesetz ~aa � ~bb ¼ ~bb � ~aa (II-62)

Distributivgesetz ~aa � ð~bb þ ~cc Þ ¼ ~aa � ~bb þ ~aa � ~cc (II-63)

Ferner gilt für einen beliebigen reellen Skalar l :

l ð~aa � ~bb Þ ¼ ðl~aaÞ � ~bb ¼ ~aa � ðl~bb Þ ðII-64Þ
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a

b

f
Bild II-44
Zum Begriff des Skalarproduktes zweier Vektoren
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Orthogonale Vektoren

Verschwindet das skalare Produkt zweier vom Nullvektor verschiedener Vektoren, so bil-
den sie einen rechten Winkel miteinander, stehen also aufeinander senkrecht (auch die
Umkehrung gilt). Solche Vektoren heißen (wie in der Ebene) orthogonal.

Orthogonale Vektoren

Zwei vom Nullvektor verschiedene Vektoren ~aa und ~bb stehen genau dann auf-
einander senkrecht, sind also orthogonal, wenn ihr Skalarprodukt verschwindet :

~aa � ~bb ¼ 0 , ~aa ? ~bb ðII-65Þ

Die drei Einheitsvektoren ~ee x,~ee y,~ee z bilden eine sog. orthonormierte Basis, d. h. die
Vektoren stehen paarweise aufeinander senkrecht (orthogonale Vektoren) und besitzen
jeweils den Betrag Eins (normierte Vektoren):

~ee x � ~ee y ¼ ~ee y � ~ee z ¼ ~ee z � ~ee x ¼ 0

~ee x � ~ee x ¼ ~ee y � ~ee y ¼ ~ee z � ~ee z ¼ 1 ðII-66Þ
Für den Sonderfall ~aa ¼ ~bb erhält man:

~aa � ~aa ¼ j~aa j � j~aa j � cos 0� ¼ j~aa j � j~aa j � 1 ¼ j~aa j 2 ¼ a 2 ðII-67Þ
Der Betrag eines Vektors ~aa lässt sich daher auch über das Skalarprodukt ~aa � ~aa berech-
nen:

j~aa j ¼ a ¼
ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
~aa � ~aa
p

ðII-68Þ
Berechnung eines Skalarproduktes aus den skalaren Vektorkomponenten
(Vektorkoordinaten)

Das Skalarprodukt zweier Vektoren kann auch direkt aus den skalaren Komponenten der
beiden Vektoren bestimmt werden:

~aa � ~bb ¼ ðax~ee x þ ay~ee y þ a z~ee zÞ � ðbx~ee x þ by~ee y þ b z~ee zÞ ¼
¼ ax bx ð~ee x � ~ee xÞ þ ax by ð~ee x � ~ee yÞ þ ax b z ð~ee x � ~ee zÞ þ

þ ay b x ð~ee y � ~ee xÞ þ ay b y ð~ee y � ~ee yÞ þ ay b z ð~ee y � ~ee zÞ þ
þ az b x ð~ee z � ~ee xÞ þ a z b y ð~ee z � ~ee yÞ þ a z b z ð~ee z � ~ee zÞ

ðII-69Þ
Die dabei auftretenden Skalarprodukte verschwinden, wenn an ihrer Bildung zwei ver-
schiedene Einheitsvektoren beteiligt sind. In allen anderen Fällen haben die Skalarpro-
dukte den Wert 1. Damit reduziert sich die Gleichung (II-69) wie folgt:

80 II Vektoralgebra
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~aa � ~bb ¼ ax b x � 1 þ ax b y � 0 þ ax b z � 0 þ ay bx � 0 þ ay b y � 1þ
þ ay b z � 0 þ a z b x � 0 þ a z b y � 0 þ az b z � 1 ¼

¼ ax b x þ ay b y þ a z b z ðII-70Þ
Wir fassen zusammen:

Berechnung eines Skalarproduktes aus den skalaren Vektorkomponenten (Vek-
torkoordinaten) der beteiligten Vektoren

Das Skalarprodukt ~aa � ~bb zweier Vektoren ~aa und ~bb lässt sich aus den skalaren
Vektorkomponenten (Vektorkoordinaten) der beiden Vektoren wie folgt berechnen:

~aa � ~bb ¼
ax

a y

a z

0B@
1CA � bx

by

b z

0B@
1CA ¼ ax b x þ ay b y þ a z b z ðII-71Þ

Regel: Komponentenweise Multiplikation, anschließende Addition der Produkte.

Das skalare Produkt zweier Vektoren kann somit (wie in der Ebene) auf zwei verschie-
dene Arten berechnet werden:

~aa � ~bb ¼ j~aa j � j~bb j � cos j ¼ ax b x þ ay b y þ az b z ðII-72Þ

& Beispiele

(1) Das skalare Produkt der Vektoren ~aa ¼
1

� 2

2

0@ 1A und ~bb ¼
3

2

� 4

0@ 1A beträgt:

~aa � ~bb ¼
1

� 2

2

0@ 1A � 3

2

� 4

0@ 1A ¼ 3 � 4 � 8 ¼ � 9

(2) Die Vektoren ~aa ¼
2

1

5

0@ 1A und ~bb ¼
3

4

� 2

0@ 1A sind orthogonal, da ihr

Skalarprodukt verschwindet :

~aa � ~bb ¼
2

1

5

0@ 1A � 3

4

� 2

0@ 1A ¼ 6 þ 4 � 10 ¼ 0

(3) Wir beweisen den Satz des Pythagoras : In einem rechtwinkligen Dreieck ist die
Summe der beiden Kathetenquadrate gleich dem Quadrat der Hypotenuse.
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Beweis: Die beiden Katheten sowie die Hypotenuse des rechtwinkligen Dreiecks
legen wir in der aus Bild II-45 ersichtlichen Weise durch Vektoren fest, wobei gilt :

~aa � ~aa ¼ a 2 , ~bb � ~bb ¼ b 2 , ~cc � ~cc ¼ c 2 ,

~aa � ~bb ¼ 0 ðda nach Voraussetzung ~aa ? ~bb Þ

Der Hypotenusenvektor ~cc ist ferner die Summe der beiden Kathetenvektoren ~aa
und ~bb :

~cc ¼ ~aa þ ~bb

Wir bilden nun das skalare Produkt von ~cc mit sich selbst:

~cc � ~cc ¼ ð~aa þ ~bb Þ � ð~aa þ ~bb Þ ¼ ~aa � ~aa þ ~aa � ~bb þ ~bb � ~aa þ ~bb � ~bb
Wegen der Orthogonalität von ~aa und ~bb ist ~aa � ~bb ¼ ~bb � ~aa ¼ 0 und es folgt:

~cc � ~cc ¼ ~aa � ~aa þ ~bb � ~bb oder c 2 ¼ a 2 þ b 2

Damit ist der Lehrsatz des Pythagoras bewiesen. &

3.3.2 Winkel zwischen zwei Vektoren

Aus Gleichung (II-72) erhalten wir die folgende wichtige Beziehung für den Winkel j
zwischen zwei Vektoren ~aa und ~bb :

cos j ¼ ~aa � ~bb
j~aa j � j~bb j ¼

ax bx þ ay b y þ a z b zffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
a 2
x þ a 2

y þ a 2
z

q
�

ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
b 2
x þ b 2

y þ b 2
z

q ðII-73Þ

Diese Gleichung lösen wir nach dem gesuchten Winkel j auf und erhalten das folgen-
de Ergebnis:

Winkel zwischen zwei Vektoren (Bild II-44)

Der von den Vektoren ~aa und ~bb eingeschlossene Winkel j lässt sich wie folgt be-
rechnen:

j ¼ arccos
~aa � ~bb
j~aa j � j~bb j

 !
ð~aa 6¼ ~00, ~bb 6¼ ~00Þ ðII-74Þ
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a
a

c

c

b

b

Bild II-45
Zur Herleitung des Satzes des Pythagoras
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& Beispiel

Wir berechnen nach Gleichung (II-73) bzw. (II-74) den Winkel j, den die Vektoren

~aa ¼
3
� 1
2

0@ 1A und ~bb ¼
1
2
4

0@ 1A miteinander einschließen:

~aa � ~bb ¼
3

� 1

2

0B@
1CA � 1

2

4

0B@
1CA ¼ 3 � 1 þ ð� 1Þ � 2 þ 2 � 4 ¼ 3 � 2 þ 8 ¼ 9

j~aa j ¼
ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
32 þ ð� 1Þ 2 þ 22

q
¼

ffiffiffiffiffiffiffi
14
p

, j~bb j ¼
ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
12 þ 22 þ 42

p
¼

ffiffiffiffiffiffiffi
21
p

cos j ¼ ~aa � ~bb
j~aa j � j~bb j ¼

9ffiffiffiffiffiffiffi
14
p � ffiffiffiffiffiffiffi

21
p ¼ 0,5249 ) j ¼ arcccos 0,5249 ¼ 58,3�

&

3.3.3 Richtungswinkel eines Vektors

Ein Vektor ~aa ist bekanntlich eindeutig durch Betrag und Richtung festgelegt. Die Be-
rechnung des Betrages j~aa j erfolgt dabei nach Gleichung (II-54). Die Richtung des Vek-
tors legen wir durch die Winkel fest, die der Vektor mit den drei Koordinatenachsen
(d. h. mit den drei Basisvektoren ~ee x,~ee y und ~ee z) bildet. Diese Richtungswinkel kenn-
zeichnen wir der Reihe nach mit a, b und g (Bild II-46). Sie lassen sich mit Hilfe des
Skalarproduktes aus der Beziehung (II-73) bzw. (II-74) berechnen, indem man dort für
~bb der Reihe nach ~ee x,~ee y,~ee z setzt. So erhält man beispielsweise für den Winkel a
zwischen dem Vektor ~aa und der x-Achse die folgende Beziehung:

cos a ¼ ~aa � ~ee x
j~aa j � j~ee x j ¼

ax

a y

a z

0@ 1A � 1
0
0

0@ 1A
j~aa j � 1 ¼ ax þ 0 þ 0

j~aa j ¼ ax

j~aa j ¼
ax

a
ðII-75Þ
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ax

ax

ay

ay

az

az

a

a
bg

x

y

z

|a| Bild II-46
Richtungswinkel
eines Vektors
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3.2 Das Vektorprodukt

Du wirst Dich nach einer kurzen Einführung selbständig und mit Hilfe einer
Formelsammlung mit einem weiteren neuen und wichtigen Begriff der Vektor-
geometrie

dem Vektorprodukt

vertraut machen und dessen Eigenschaften kennenlernen.

Wichtige geometrische Zusammenhänge und klassische Anwendungen, ins-
besondere im Bereich von Abstandsproblemen werden wir dann im 2. Teil der
Vektorgeometrie bearbeiten.

Du kennst bereits drei verschiedene Verknüpfungen von Vektoren . . .

die Addition / Subtraktion von zwei oder mehreren Vektoren,

die skalare Multiplikation eines Vektors und

das Skalarprodukt zweier Vektoren

. . . und deren Eigenschaften.
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Neu dazu kommt nun das sogenannte Vektorprodukt zweier Vektoren.

Definition 3.1 (Das Vektorprodukt)

Es seien a⃗ und b⃗ zwei beliebige Vektoren ∈ R3.
Das Vektorprodukt a⃗ × b⃗ ist definiert als der Vektor, der senkrecht auf
der von a⃗ und b⃗ aufgespannten Ebene steht.

Skizziere die Situation: . . .

Die Möglichkeit formelmässig einen zu zwei gegebenen Vektoren normalen
Vektor darzustellen ist bei der Beschreibung gewisser Vorgänge in der Physik
sehr praktisch; z.B. beim Drall, dem Drehmoment oder der Lorentzkraft.

Den Rest der Einführung kannst Du nun selbständig erarbeiten.
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Verwende die folgenden Vektoren a⃗ =

 a1
a2
a3

 , b⃗ =

 b1
b2
b3

 und dem

Skalar λ ∈ R und definiere:

a⃗± b⃗ := . . . . . . ∈ . . .

λ · a⃗ := . . . . . . ∈ . . .

a⃗ · b⃗ := . . . . . . ∈ . . .

a⃗× b⃗ := . . . . . . ∈ . . .

Verwende für die folgenden Aufgaben

a⃗ =

 2
0
1

 , b⃗ =

 −3
2
4

 und λ = 5.

Berechne

a⃗+ b⃗ = . . . λ · ⃗(−b) = . . .

a⃗ · b⃗ = . . . b⃗ · a⃗ = . . .

a⃗× b⃗ = . . . b⃗× a⃗ = . . .

Was für ein Gesetz gilt für das Vektorprodukt nicht ?
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Bestimme, immer noch mit den gleichen Vektoren, den Winkel zwischen

a⃗ und b⃗,

a⃗× b⃗ und a⃗,

b⃗× a⃗ und a⃗.

Aufgaben 3.1 Zeige, dass deine obige Definition des Vektorproduktes die
geforderte geometrische Eigenschaft des Vektorproduktes
erfüllt.

Definiere |⃗a× b⃗| := . . . . . .

und versuche die Definition geometrisch zu deuten:
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3.2.1 Eine algebraische Herleitung für a⃗× b⃗
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3.2.2 Eine algebraische Herleitung für | a⃗× b⃗ |
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3.3 Das Spatprodukt

Mit Hilfe einer Lernaufgabe von H.Klemenz und M Weisstanner wirst du ab-
schliessend noch eine Formel zur Berechnung des Volumen eines Spats herleiten:
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3.4 Meine Zusammenfassung
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