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1 Einführung &
die analytische Darstellung der Vektoren

Aus der Physik

• wissen wir schon was Vektoren sind:

• und kennen auch schon Beispiele von vektoriellen Grössen:

• und nicht-vektorielle Grössen:

• und eine Darstellungsmöglichkeiten:

Um mit den Vektoren auch rechnerisch umgehen zu können brauchen wir
eine analytische Darstellung, welche wir uns im Folgenden sportlich erarbeiten
wollen:

Auf dem Fussballfeld
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• Wer braucht mehr Kraft für einen Torschuss? (Schuss in die Mitte es Tores)

– K oder R ?

– K oder L ?

– K oder M ?
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• Wir können Spielzüge auch zusammensetzen:

– S spielt auf N , N spielt auf’s Tor.

S spielt direkt auf’s Tor:

– R spielt auf M , M spielt auf L , L spielt auf’s Tor.

R spielt direkt auf’s Tor:
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• Oder bestimmen wo ein Spieler stehen muss:

– R spielt ab mit

(
12
−10

)
. Kommt der Ball zu M ?

– N spielt ab mit

(
7
0

)
. Kommt der Ball zu L ?

– S spielt ab mit

(
17
4

)
.

Wo muss der Torwart stehen, um den Ball halten zu können ?

• Letzte Frage:

Warum Trifft M mit

(
5
4

)
nicht das Tor ?

Geometrie-Aufgaben: Vektorgeometrie 1
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http://www.ronaldbalestra.ch/Geometrie/A_Vektorgeometrie/Aufg1.pdf


2 Vektoren & die Grundoperationen

2.1 Im R2

Wir wollen in diesem Kapitel die geometrische Definition der Vektoren und ihrer
Grundoperationen zusammentragen:

Def.: Addition zweier Vektoren

Bem.: • Die Addition mehrere Vektoren wird analog definiert.

• Die Addition von Vektoren ist . . .

– kommutativ, d.h.:

Beweis:

– assoziativ, d.h.:
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Aufgaben : Beweise geometrisch die Kommutativität und die As-
soziativität der Addition von Vektoren:
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Def.: Die skalare Multiplikation

Bem.: • der Nullvektor

• mit λ = −1 erhalten wir den sog. Kehrvektor :

• es gilt das Distributivgesetz, d.h.:
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Aufgaben : Beweise geometrisch, dass das Distributivgesetz
erfüllt ist:
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Mit Hilfe der skalaren Multiplikation können wir nun auch die Subtraktion
zweier Vektoren definieren, indem wir sie auf die Addition zurückführen:

Def.: Subtraktion zweier Vektoren

Bem.: • Im Kräfteparallelogramm können wir die Addition & Sub-
traktion zweier Vektoren anschaulich zusammenfassen:

• Die Subtraktion lässt sich für drei und mehrere Vektoren
analog definieren.
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Aufgaben : Beweise geometrisch, dass die Subtraktion nicht-
kommutativ und nicht-assoziativ ist:
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Beispiel 2.1.1 Gegeben sind die Vektoren ~a,~b und ~c und die skalaren
Grössen λ = 1.5 und µ = −2.

Konstruiere

1. λ · ~a+ µ ·~b− ~c
2. µ · (~b− ~a) + ~c

3. ~a− λ · (~b− µ~a) + 1.5 ·~b

4. 2 · ~a+ 3 ·~b− 2 · (~c+ ~a)− µ · ~c

Geometrie-Aufgaben: Vektorgeometrie 2 / 1,2,3
(Zugehörige Lösungen)
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http://www.ronaldbalestra.ch/Geometrie/A_Vektorgeometrie/Aufg2.pdf
http://www.ronaldbalestra.ch/Geometrie/A_Vektorgeometrie/Loesungen2.pdf


2.1.1 Erste komponentenfreie Anwendungen

Wir wollen mit Hilfe der komponentenfreien Darstellung von Vektoren noch die
folgenden (bekannten) Eigenschaften aus der Geometrie beweisen:

Beispiel 2.1.2 In einem Parallelogramm halbieren sich die Diagonalen.
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Beispiel 2.1.3 In einem beliebigen Dreieck teilen sich die Schwerlinien im
Verhältnis 1:2.
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Aufgaben : Beweise die vorherige Aussage am Beispiel einer an-
deren Schwerlinie:

Geometrie-Aufgaben: Vektorgeometrie 2 / 4,5
(Zugehörige Lösungen)
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http://www.ronaldbalestra.ch/Geometrie/A_Vektorgeometrie/Aufg2.pdf
http://www.ronaldbalestra.ch/Geometrie/A_Vektorgeometrie/Loesungen2.pdf


2.2 Im R3

Die Definitionen der Grundoperatione für Vektoren im R3 erfolgt analog zu den
Definitionen im R2, nur dass die Vektoren eine dritte Komponente erhalten:

• analytische Darstellung:

• graphische Darstellung:

-

6
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z
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2.2.1 Der Normwürfel -
eine Übungen für das räumliche Vorstellungsvermögen

• Kennenlernen des Normwürfels:

– Markiere alle sichtbaren/ nicht-sichtbaren Kanten,

– Bestimme die Koordinaten aller Eckpunkte,

– Zeichne alle rechten Winkel ein.

• Zeichne die folgenden Punkte ein:

– A = (0.5/0/0)

– B = (0/1/0.25)

– C = (1/0.5/1)

– D = (0.25/0.5/1)

– E = (0.8/0.8/0.8)
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• Bestimme die Koordinaten eines Punk-
tes

– in der Grundfläche,

– in der Deckfläche,

– in der xz-Ebene,

– in der yz-Ebene,

– innerhalb des Würfels,

– ausserhalb des Würfels.

• Zeichne die folgenden Punkte ein

A = (1/0/0) B = (0/1/0)
C = (1/1/0.5) D = (0.8/1/1)
E = (0/0.2/1)

und berechne die Länge folgender
Strecken:

– AB

– AC

– CD

– DE
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• Zeichne die folgenden Punkte ein

A = (1/0/0) B = (1/1/0)
C = (0.5/0/0) D = (0.5/1/0.2)
E = (0.2/0/0.8) F = (0/0/1)

und berechne die Länge folgender
Strecken:

– AD

– CE

– BF

– BD

– DE

• Zeichne die folgenden Punkte ein

A = (1/0/0) B = (1/1/0)
C = (0/0/0) D = (0/1/0)
E = (1/0/1) F = (1/1/1)
G = (0/0.8/1) I = (0/1/0.8)

und berechne den Inhalt folgender Drei-
ecke:

– ∆ACE

– ∆BDI

– ∆EFG
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• Zeichne die folgenden Punkte ein

A = (1/0/0) B = (1/1/0)
C = (0/1/1) D = (1/0/0.4)
E = (1/1/0.4) F = (0/1/0.8)
G = (0/0/0.8)

und berechne den Inhalt folgender
Flächen:

– ABC

– DEFG

• Zeichne die folgenden Punkte ein

A = (1/0/0) B = (1/1/0)
C = (0/0/0) D = (0.5/1/0.8)
E = (0/0/0.5) F = (0.5/1/1)

und berechne den Umfang, Inhalt & die
Innenwinkel der folgenden Dreiecke:

– ∆AEF

– ∆CBD
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Wir schliessen unsere Übungen zur räumlichen Vorstellung mit der Dualität
unter den Platonischen Körpern ab:

a

aVorlage: D. Ortner: Die fünf Platonischen Körper
http://www.zebis.ch/inhalte/unterricht/mathematik/polyeder.pdf
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Zurück zur Vektorrechnung:

Aufgaben : Definiere die Grundoperationen zwischen Vektoren
im R3:

Def.: Wir gehen von zwei beliebigen Vektoren

~a =

 ax
ay
az

 , ~b =

 bx
by
bz

 ∈ R3

und einer skalaren Grösse λ ∈ R aus und definieren:
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2.3 Erste Anwendungen in der Komponenteschreibweise

2.3.1 Der Vektor von A nach B

Beispiel 2.3.1 • Seien A = (3/0/3) und B = (3/5/0) gegeben.

Bestimme ~AB.

• Seien P = (xP /yP /zP ) und Q = (xQ/yQ/zQ) ge-
geben.
Bestimme ~PQ.
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2.3.2 Der Mittelpunkt der Strecke PQ

Beispiel 2.3.2 • Seien A = (3/0/2) und B = (4/6/12) gegeben.
Bestimme den Mittelpunkt von AB

• Seien P = (xP /yP /zP ) und Q = (xQ/yQ/zQ) ge-
geben.
Bestimme den Mittelpunkt von PQ.
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2.3.3 Der Abstand zweier Punkte PQ

Der Abstand zweier Punkte lässt sich einfach mit Hilfe der Vektorrechnung
bestimmen.
Wir beginnen mit einem Beispiel im R2, versuchen den Zusammenhang mit der
Vektorrechnung darzustellen und werden die Situation im R3 verallgemeinern
und einige Anwendungen besprechen.

Beispiel 2.3.3 • Bestimme die Länge des Vektors von A = (2/3) nach
B = (5/5).

• Bestimme den Abstand zwischen den Punkten A =
(2/3) und B = (5/5).

• Bestimme den Abstand zwischen den Punkten
P = (xP /yP ) und Q = (xQ/yQ).
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Beispiel 2.3.4 • Bestimme die Länge des Vektors ~a =

 3
7
10



• Bestimme die Länge des Vektors ~a =

 ax
ay
az

.

• Bestimme den Abstand zwischen den Punkten
P = (xP /yP /zP ) und Q = (xQ/yQ/zQ).

Geometrie-Aufgaben: Vektorgeometrie 3
(Zugehörige Lösungen)
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http://www.ronaldbalestra.ch/Geometrie/A_Vektorgeometrie/Aufg3.pdf
http://www.ronaldbalestra.ch/Geometrie/A_Vektorgeometrie/Loesungen3.pdf


Aufgaben : • Bestimme die Punkte auf der y-Achse, die vom
Punkt A = (−6/0) doppelt so weit entfernt
sind wie vom Punkt B = (3/3).
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• Bestimme den Mittelpunkt des Kreises, der
durch die Punkte A,B und C , mit

A = (5/7) , B = (−1/− 1) , C = (6/0)

bestimmt ist.

Geometrie-Aufgaben: Vektorgeometrie 4
(Zugehörige Lösungen)
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http://www.ronaldbalestra.ch/Geometrie/A_Vektorgeometrie/Aufg4.pdf
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3 Das Skalar- & Vektorprodukt

Wir schliessen den 1. Teil der Vektorgeometrie mit der Einführung zweier wich-
tiger Verknüpfungen von Vektoren.

3.1 Das Skalarprodukt

Das Skalarprodukt, dessen grosse geometrische Bedeutung darin liegt, dass mit
ihm Längen und Winkel und somit die zentralen Grössen in der Geometrie be-
rechnet werden können, wirst Du im Folgenden selbständig einführen.

Wir werden eine Situation aus der Physik besprechen, welche die Einführung
des Skalarproduktes motiviert und als Grundlage für das weitere selbständige
Erarbeiten wirst Du einen kurzen Auszug aus

L.Papula:
Mathematik für Ingenieure & Naturwissenschaftler, Bd. 1

erhalten.

Deine Aufgabe wird dann darin bestehen,

1. das Skript durchzuarbeiten und

2. einige Aufträge zuerledigen.
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Physikalische Motivation:
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Deine Aufträge:

• Stelle das Skalarprodukt als eine Funktion dar:
(d.h.: Bestimme den Definitions- & Wertebereich und formuliere die zu-
gehörige Funktionsgleichung & -zuordnung)

• Beweise die Kommutativität des Skalarproduktes:

• Normiere die folgenden Vektoren: ~a =

 2
−3
4

 , ~b =

 x
y
z

.

• Welche der folgenden Vektoren stehen senkrecht zueinander:

~a =

 1
2
3

 , ~b =

 3
−2
1

 , ~c =

 −3
0
1

 , ~d =

 1
2
−1

 , ~e =

 −1
0
3



• Bestimme einen zu ~g =

 2
0
−4

 orthonormierten Vektor.

Lasse dein Beispiel von einem/er MitschülerIn verifizieren.
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• Beweise die folgende Aussage:

Die Diagonalen in einem Rhombus stehen senkrecht zueinander.

• Bestimme einen zu ~g =

 4
5
3

 und ~h =

 1
2
−1

 senkrecht stehenden

Vektor.
(Überlege zuerst, wieviele Gleichungen dir zur Verfügung stehen und wie-
viele für eine eindeutige Lösung nötig sind.)
Lass auch in diesem Fall dein Beispiel von einem/er MitschülerIn verifi-
zieren.

• Bestimme die Längen und den Zwischenwinkel der folgenden Vektoren:

~x =

 0
−2
3

 , ~y =

 3
1
2

 .
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• Gegeben sind die folgenden Ecken des Dreiecks ∆ABC:

A = (−1/3/7), B = (−5/4/3), C = (6/− 5/− 4)

Bestimme

– die Innenwinkel,

– den Umfang und

– den Flächeninhalt

des Dreiecks ∆ABC.
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3.2 Das Vektorprodukt

Du wirst Dich nach einer kurzen Einführung selbständig und mit Hilfe der For-
melsammlung mit einem weiteren neuen und wichtigen Begriff der Vektorgeo-
metrie

dem Vektorprodukt

vertraut machen und dessen Eigenschaften kennenlernen.

Wichtige geometrische Zusammenhänge und klassische Anwendungen, ins-
besondere im Bereich von Abstandsproblemen werden wir dann im 2. Teil der
Vektorgeometrie bearbeiten.

Du kennst bereits drei verschiedene Verknüpfungen von Vektoren . . .

die Addition / Subtraktion von zwei oder mehreren Vektoren,

die skalare Multiplikation eines Vektors und

das Skalarprodukt zweier Vektoren

. . . und deren Eigenschaften.
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Neu dazu kommt nun das sogenannte Vektorprodukt zweier Vektoren.

Def.: Es seien ~a und ~b zwei beliebige Vektoren.
Unter dem Vektorprodukt ~a × ~b (sprich a kreuz b) wird der Vek-

tor verstanden, der senkrecht auf der von ~a und ~b aufgespannten
Ebene steht.

Skizziere die Situation: . . .

Die Möglichkeit formelmässig einen zu zwei gegebenen Vektoren normalen
Vektor darzustellen ist bei der Beschreibung gewisser Vorgänge in der Physik
sehr praktisch; z.B. beim Drall, dem Drehmoment oder der Lorentzkraft.

Den Rest der Einführung kannst Du nun selbständig erarbeiten.
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Verwende die folgenden Vektoren ~a =

 a1
a2
a3

 , ~b =

 b1
b2
b3

 und den

Skalar λ ∈ R und definiere:

~a±~b := . . . . . . ∈ . . .

λ · ~a := . . . . . . ∈ . . .

~a ·~b := . . . . . . ∈ . . .

~a×~b := . . . . . . ∈ . . .

Verwende für die folgenden Aufgaben ~a =

 2
0
1

 , ~b =

 −3
2
4

 und

λ = 5.

Berechne

~a+~b = . . . λ · ~(−b) = . . .

~a ·~b = . . . ~b · ~a = . . .

~a×~b = . . . ~b× ~a = . . .

Was für ein Gesetz gilt für das Vektorprodukt nicht ?
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Bestimme immer noch mit den gleichen Vektoren den Winkel zwischen

~a und ~b,

~a×~b und ~a,

~b× ~a und ~a.

Was für eine Eigenschaft vermutest Du für den Winkel zwischen dem Vektor-
produkt zweier Vektoren und den für das Produkt verwendeten Vektoren ?

Fomrmuliere Deine Vermutung und beweise sie:

Definiere |~a×~b| := . . . . . .

und versuche die Definition geometrisch zu deuten:
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3.2.1 Eine algebraische Herleitung für | ~a×~b |
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3.3 Das Spatprodukt

Mit Hilfe einer Lernaufgabe von H.Klemenz und M Weisstanner wirst du absch-
liessende noch eine Formel zur Berechnung des Volumen eines Spats herleiten:

Volumen eines Spats
Eine Lernaufgabe zur Vektorgeometrie

Link:
http://www.educ.ethz.ch/unt/um/mathe/geom/spatvolumen/spat.pdf
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