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2 Wahrscheinlichkeitsrechnung I

2.1 Grundlagen

Die Eigenschaften, dass sich ...

o die relative Hiufigkeit fiir ein Merkmal in einer statistischen Untersuchung
in einen immer grosser werdenden Stichprobenraum einem festen Wert
néhert und

e dieser experimentelle Wert als ein Mass fiir die Chance fiir das Eintreffen
dieses Merkmals betrachtet werden kann

fiihrt dazu, die relative Haufigkeit als Schdtzwert der Wahrscheinlichkeit des
betreffenden Merkmals aufzufassen.

Bevor wir uns mit den mathematischen Eigenschaften von Wahrscheinlich-
keiten befassen ...

Einige Begriffe und Notationen:

Definition 2.1 (Das Zufallsexperiment)

Ein Zufallsexperiment ist ein (theoretisch) beliebig oft wiederholbarer
Vorgang, dessen Ausgang (Ergebnis) ungewiss ist, bei dem aber die Menge
aller moglicher Ergebnisse angegeben werden kann.

e Jeder Ausgang eines Zufallsexperiments (z.B. das Werfen eines Wiirfels)
heisst ein ...

e Die Menge 2 aller Ergebnisse w heisst . ..

o | Q] heisst ...



Beispiel 2.1 e Das Werfen eines Wiirfels
= die Ergebnisse sind: ...

e Das Ziehen eines Loses
= die Ergebnisse sind: ...

Zu einem Zufallsexperiment kénnen verschiedene Ergebnisrdume untersucht
werden:

Beispiel 2.2 Experiment: Das Werfen eines Wiirfels
e Frage nach der Augenzahl = Q; =
e Frage nach geraden Augenzahlen = Qg =

e Frage, ob eine Augenzahl gerade (g) oder ungerade
(u) ist = Qg =

Aufgaben 2.1 Wir betrachten als Zufallsexperiment das Ziehen einer Kar-
te aus einem Kartenspiel:

Definiere verschiedene Ergebnisrdume:



Zufallsexperimente kénnen auch aus mehreren Einzelexperimenten bestehen:

Beispiel 2.3 Aus einer Urne mit einer roten, drei griinen und einer
blauen Kugel wird zweimal eine Kugel gezogen:

Wichtig bei diesen Urnenexperimenten ist die folgen-
de Fallunterscheidung:

1. Fall: ...

7
A

2. Fall: ...

N
Ay




Das Zusammenfassen mehrere Ergebnisse eines Ergebnisraumes zu einer
Menge fiihrt auf die folgenden Begriffe:

e Jede Teilmenge A eines Ergebnisraumes €2 heisst ein . ..

¢ Die Menge aller Ereignisse (d.h. die Menge aller ....................... )
heisst ...

Eine Menge die wir aus der Mengenlehre schon kennen: ...

Beispiel 2.4 FEin Wiirfel wird einmal geworfen und die ungeraden Au-
genzahlen definieren den Ergebnisraum (.
Bestimme explizit den Ergebnisraum 2 und den zugehori-
gen Ereignisraum P(€2):

Ueber die Méchtigkeit des Ereignisraumes lisst sich folgen-
des Aussagen: ...

Stelle weiter die folgenden Ereignisse als Teilmengen von 2
dar:

e A; = Die Augenzahl ist nicht 6
e Ay = Die Augenzahl ist prim
e A5 = Die Augenzahl ist grosser als 6

e A, = Die Augenzahl ist kleiner als 10

Stochastik-Aufgaben: Wahrscheinlichkeit 1
(Zugehérige Losungen)


https://ronaldbalestra.ch/dokumente/stochastik/wahrscheinlichkeit-1/aufgaben/Aufg1.pdf
https://ronaldbalestra.ch/dokumente/stochastik/wahrscheinlichkeit-1/loesungen/Loesung1.pdf

2.1.1 Das Gesetz der grossen Zahlen

Aufgaben 2.2 Recherchiere das Gesetz der grossen Zahlen



2.2 Definitionen & elementare Rechenregeln

Wir beginnen mit der Definition und wollen an den folgenden Aufgaben die
ersten Rechnenregeln kennenlernen.

Definition 2.2 (Die Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses)

P(A) = Anzahl giinstiger Ergebniss _

Anzahl méglicher Ergebnisse

heisst die Wahrscheinlichkeit des Ereignisse A (bzgl Q)

Aufgaben 2.3 In einem Gefdss befinden sich 100 gleichartige Kugeln,
die von 1 bis 100 durchnummeriert sind. Fine Kugel wird
zufillig gezogen.

A ist das Ereignis, dass die gezogene Kugel eine durch 17
teilbare Zahl trigt.

Bestimme die zum Ereignis A gehérenden Ergebnisse:

Bestimme die Wahrscheinlichkeit des Ereignisses A:

Aufgaben 2.4 Wir ziehen wieder eine Kugel aus dem Gefiss mit 100
durchnumerierten Kugeln und betrachten die folgenden Er-
etgnisse:

A : Die Zahl ist durch 17 teilbar,
B : Die Zahl ist durch 9 teilbar.

Bestimme A, B, AUB und die zugehorigen Wahrscheinlich-
keiten.



Aufgaben 2.5 Wir ziehen wieder eine Kugel aus dem Gefiss mit den 100
nummerierten Kugeln und betrachten die Ereignisse

A : Die Zahl ist durch 17 teilbar,
B : Die Zahl ist durch 9 teilbar,
C' : Die Zahl ist durch 12 teilbar.

Bestimme C, AUC, BUC' und die zugehdrigen Wahrschein-
lichkeiten.

Wir fassen die Erkenntnisse fiir Oder - Ereignisse zusammen:

Stochastik-Aufgaben: Wahrscheinlichkeit 2
(Zugehérige Losungen)


https://ronaldbalestra.ch/dokumente/stochastik/wahrscheinlichkeit-1/aufgaben/Aufg2.pdf
https://ronaldbalestra.ch/dokumente/stochastik/wahrscheinlichkeit-1/loesungen/Loesung2.pdf

Mit den Pfadregeln lassen sich am Baumdiagramm eines mehrstufigen Zufall-
experimentes die Wahrscheinlichkeiten einzelner Ereignisse auf einfache Weise
bestimmen.

Wir wollen dies am folgenden Beispiel besprechen:

Beispiel 2.5 Aus einer Urne mit 3 blauen und 4 griinen Kugeln wird
mehrmals eine Kugel gezogen.
Wie gross ist die Wahrscheinlichkeit, ...

¢ nach 3maligem Ziehen 2 griine Kugeln gezogen haben,

‘Wir unterscheiden




Wir fassen die Pfadregeln zusammen:

e Bei einem mehrstufigen Zufallsexperiment ist die Wahrschein-
lichkeit eines Ergebnisses gleich dem Produkt der Wahrschein-
lichkeiten entlang des zugehorigen Astes.

e Bei einem mehrstufigen Zufallsexperiment ist die Wahrschein-
lichkeit eines Ereignisses gleich der Summe der Wahrscheinlich-
keiten der Pfade, die zu diesem Ereignis gehoren

Aufgaben 2.6 Wie gross ist die Wahrscheinlichkeit nach dreimaligem Zie-
hen mit Zuriicklegen mindestens 1 griine Kugel gezogen zu
haben.



Aufgaben 2.7 Formuliere zwei eigene Beispiele zu folgender Situation:

Wir haben eine Urne mit 10 weissen, 8 roten
und 5 blauen Kugeln und es soll 2mal gezogen
werden.

und diskutiere sie mit deinem Banknachbar.

Stochastik-Aufgaben: Wahrscheinlichkeit 3
(Zugehérige Losungen)
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2.3 Bedingte Wahrscheinlichkeiten

Wir werden im Folgenden die Wahrscheinlichkeit fiir das Eintreten eines Ereig-
nisses A diskutieren, unter der Voraussetzung, dass ein Ereignis B vorgingig
schon eingetreten ist.

Diese bedingte Wahrscheinlichkeit werden wir fiir den Produktsatz, die Totale
Wahrscheinlichkeit und in der Bayes-Formel verwenden.

2.3.1 Die bedingte Wahrscheinlichkeit und der Produktsatz

Wir werden die bedingte Wahrscheinlichkeit an einem Baumdiagramm erkléaren
und vorldufig noch auf die Diskussion masstheoretischer Hintergriinde (Wahr-
scheinlichkeitsraum & -verteilung, Kolmogorow’sche Axiome, ...) verzichten.

Beispiel 2.6 Aus einer Urne mit 5 roten, 8 blauen und 1 griinen Kugel
werden nacheinander und ohne zuriicklegen zwei Kugeln ge-
zogen.

Erginze das folgende Baumdiagramm mit obiger Aufgaben-
stellung.

L
Ay

11



Als die wichtigste Anwendung der bedingten Wahrscheinlichkeit folgt der
Produktsatz, die 1. Pfadregel:

Der Produktsatz

Seien A, B zwei Ereignisse des Ergebnisraumes 2 und P(A) # 0.
Dann gilt: P(ANB) = P(A)- Ps(B)

Bem.: .

12



Beispiel 2.7 In einem Betrieb sind 60% der Angestellten ménnlich. 10%
der Angestellten rauchen und unter den weiblichen Ange-
stellten rauchen 15%.

1. Bestimme den Anteil der weiblichen Raucherinnen
unter den Angestellten:

2. Mit welcher Wahrscheinlichkeit ist eine weibliche An-
gestellte Raucherin?

3. Der Betrieb umfasst 100 MitarbeiterInnen.
Wieviele der RaucherInnen sind weiblich?

Weiterfithrende Fragen ...

13



Aufgaben 2.8

e In einem Sportverein gibt es 100 mdnnliche und 80

weibliche aktive Mitglieder sowie 150 mdnnliche und
120 weibliche passive Mitglieder. Fine Person wird
zufillig ausgewdhlt.

Berechne die Wahrscheinlichkeit, dass

1. die ausgewdhlte Person mdnnlich ist,
2. die ausgewdhlte Person ein aktives Mitglied ist,

3. die ausgewdhlte Person mdnnlich ist, unter der
Voraussetzung, dass sie aktives Mitglied ist.

Es wir zufillig eine Zahl zwischen 1 und 100 gewdhlt
(einschliesslich).

Berechne die Wahrscheinlichkeit, dass die gezogene
Zahl durch Finf teilbar ist, wenn bekannt ist, dass sie
durch drei teilbar ist.

Die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass einem Autofahrer
in einer Wohngegend ein Ball vor das Auto rollt, sei
1%. Die Wahrscheinlichkeit, dass dem Ball hinterher
ein Kind auf die Strasse liuft, sei 99%. Bestimme die
Wahrscheinlichkeit dafiir, dass

1. einem Ball ein Kind folgt,

2. ein Ball auf die Strasse rollt und ein Kind auf
die Strasse lduft.

14



Aufgaben 2.9 Wir bearbeiten und diskutieren den Auftrag Al :
Was bedeutet ein positiver AIDS-Test?

aus dem Lehrmittel Mathematik - Stochastik
(Gymnasiale Oberstufe);
Cornelson Verlag

Aufgaben 2.10 Fiir zwei Ereignisse A und B gilt
P(A)=03, P(B)=0.5 und P(ANB)=0.2
Berechne die folgenden Wahrscheinlichkeiten:
1. P(A)

2. P(A| B)

3. P(B| A)

15



Wir diskutieren noch das Das Urnen-FExperiment von Polya:

Beispiel 2.8 In einer Urne sind 2 rote und 3 weisse Kugeln. Es wird eine
Kugel gezogen und anschliessend die gezogene Kugel und
zusétzlich eine weitere Kugel der gleichen Farbe in die Urne
zuriickgelegt. Dieser Prozess wird mehrmals wiederholt.
(Das Polya-Urnen-Experiment ist als Modell fiir die Ausbreitung
von Infektionskrankheiten gedacht. Das Ziehen einer Kugel be-
deutet: Ansteckung einer Person mit einem Krankheitserreger.)
Rote Kugel: Die Krankheit bricht aus.

Weisse Kugel: Die Krankheit tritt trotz Ansteckung nicht
aus (Immunitit.)

Das Hinzufiigen roter bzw. weisser Kugeln bedeutet dann,
dass jeder Krankheitsfall die Wahrscheinlichkeit fiir neue
Krankheitsfialle erhoht, jeder Immunitétsfall die Wahr-
scheinlichkeit fiir neue Krankheitsfiille erniedrigt. Der In-
halt der Urne gibt jeweils die augenblickliche Wahrschein-
lichkeit fiir eine Ansteckung an.

Bestimme fiir das oben beschriebene Polya-Experiment
den zugehorigen Baum und die Wahrscheinlichkeiten dafiir,
dass

1. bei den ersten beiden Ziigen je eine rote Kugel gezo-
gen wird,

2. bei den ersten drei Ziigen je eine rote Kugel gezogen
wird,

3. bei den ersten drei Ziigen je eine weisse Kugel gezogen
wird.

4. Wie entwickelt sich jeweils die Wahrscheinlichkeit
nach einem Krankheitsausbruch fiir einen weiteren
Krankheitsausbruch?

Stochastik-Aufgaben: Wahrscheinlichkeit 4
(Zugehérige Losungen)
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https://ronaldbalestra.ch/dokumente/stochastik/wahrscheinlichkeit-1/aufgaben/Aufg4.pdf
https://ronaldbalestra.ch/dokumente/stochastik/wahrscheinlichkeit-1/loesungen/Loesung4.pdf

2.3.2 Die totale Wahrscheinlichkeit

Wir werden die Formel fiir die totale Warscheinlichkeit mit Hilfe des folgenden
Beispiels begriinden:

Beisprel:

Bei der Wahl zum 1. Deutschen Bundestag (1949) verteilten sich
die abgegebenen Stimmen und die fiir die FDP wie folgt auf die
damaligen Lénder:

T
SE | ! z x -4 L | E
Antell | ¢ g qg il g g 4 |
der | Anteil £ | § a 3;
Bundesland Wihler | der FDP é g ¥ £d
NI lin% | in% i 2 § |#
=1 R <1 L |
1 |Budcn-\-\."i’:r[lunhcrg 11,7 176 2| S |
2 | Bavern | 198 8.3 F | |
3 | Bremen A 129 | |
4 | Hamburg | 38 158 i
5 | Hessen 972 751 Tl e !
6 | Niedersachsen | 140 75 7 PR Y L S A, Agd,
7| Dordrhein: Westlalen:| 262 8.6 Fig. 133.1 Wihleranteile und Stimmen-
g | Rheinland-Plalz 6.2 158 anteile der FDP in den 9 Bundeslandern
9 | Schleswig-Holstein | 5.8 74 bei der Wahl zum 1. Deutschen Bundestag

Bestimme die Wahrscheinlichkeit, mit welcher ein Wahler FDP gewé&hlt
hat.

Wir definieren: ) :=
9
und es gilt: F:U A;NE

i=1
mit A; N F unvereinbar, Vi.

Gesucht ist nun P(F) =

17



Der Satz von der totalen Wahrscheinlichkeit

Die Ereignisse A1, As, ... A, mit P(A;) # 0, Vi bilden eine disjunkte
Zerlegung des Ergebnisraumes 2. Dann gilt fiir die Wahrscheinlich-
keit eines beliebigen Ereignisses B:

P(B) = zn: P(A;) - Pa,(B)

Veranschaulichung:
Start
Beweis: P(B) = P(|J 4inB)
i=1
Bem.:

18



2.3.3 Die Bayes-Formel

Mit Hilfe der Bayes-Formel werden wir eine Moglichkeit kennenlernen, Umkehr-
probleme zu 16sen, d.h. aus einer bekannten bedingten Wahrscheinlichkeit Pg(A)
die Wahrscheinlichkeit P4(FE) zu berechnen.

Wir werden auch dies an einem konkreten Beispiel besprechen.

Beispiel 2.9 In einem Ferienort leben wihrend der Skisaison doppelt so-
viele Touristen wie Einheimische. 70 % der Touristen tragen
einen Pullover mit der Aufschrift I bin a Biindner, wihrend
nur jeder 4. Einheimische einen solchen Pullover tragt.
Auf der Strasse begegnet uns (immer noch wihrend der Ski-
saison) ein Mensch, der einen Pullover mit der Aufschrift J
bin a Biindner tragt.

Mit welcher Wahrscheinlichkeit ist er ein Einheimischer?

Losung: Wir setzen E := der Mensch ist ein Einheimischer
A := der Mensch tragt den Pullover

Somit gilt: P(F) =

Und gesucht wird: ...

P(ANE)

PA(E) = P(A)

Aufgaben 2.11 Ldse obige Aufgabe mit Hilfe eines Baumdiagramms.

19



Im einfiihrenden Beispiel liegt eine Zerlegung des Ergebnisraumes 2 in zwei
Ereignisse vor. Im Falle einer Zerlegung von 2 in n Ereignisse A;, Aa, ... A,

liisst sich der Losungsweg graphisch durch einen Baum mit 2n Asten darstellen.

P(BNA;
Zur Berechnung einer Wahrscheinlichkeit Pg(4;) = w

Zahler der Produktsatz und auf den Nenner der Satz der totalen Wahrschein-
lichkeit angewendet und man erhélt dann

wird auf den

Die Bayes-Formel

Bilden die Ereignisse Aj, Ag, ... A, mit P(4;) # 0,V eine disjunkte
Zerlegung von 2 und ist B ein Ereignis mit P(B) # 0, dann gilt:

Paa) = s ) (PO

Yoy P(4;)-Pa(B) \'  P(B)

Bem.: Fiir n =2 und mit 4; = A und A, = A gilt:

P(A) - Pa(B)

Fed) = P(A)-PA(B) + P(A

~—

- Pz(B)

Beispiel 2.10 Die jihrlich wiederkehrende Grippewelle kiindigt sich an.
Die Wahrscheinlichkeit ohne Impfung zu erkranken ist 0.05.
Mit Impfung verringert sich das Risiko einer Erkrankung
auf 0.002. 10% der Bevolkerung haben sich impfen lassen.

1. Ungeféhr welcher Anteil der Bevolkerung wird er-
kranken?

2. Ungefiahr welcher Anteil der Geimpften wird erkran-
ken?

3. Ungefiahr welcher Anteil der Erkrankten ist geimpft?

20



Beispiel 2.11 Bei Verdacht auf Brustkrebs wird héufig die Rontgen-
Mammographie als Hilfsmittel zur Diagnose verwendet. Die
neuerdings angewendete Ultraschall-Mammographie (=So-
nographie) ist noch zuverlissiger und belastet den Organis-
mus wesentlich weniger.

Dazu berichtete die Siiddeutsche Zeitung am 26. Aug. 1980:

Insgesamt war die Sonographie in 2118 Féllen
angewandt und die Diagnose mit dem Ergeb-
nis der feingeweblichen Untersuchung vergli-
chen worden. Die mikroskopische Analyse hatte
1180mal Krebs ergeben, was zu 85% aus dem
Ultraschallbild ablesbar war. Vor allem aber:
Die Treffsicherheit fiir nicht-bosartige Verdnde-
rungen lag mit 83% fast ebenso hoch.

1. Deute die 85% und die 83% als bedingte Wahrschein-
lichkeiten.

2. Erfahrungsgeméss entwickelt sich bei jeder zwanzig-
sten Frau iiber 35 Jahre irgendwann einmal Brust-
krebs. Frau Huber und Frau Schmitt sind beide élter
als 35 Jahre. Auf Grund der Sonographie diagnosti-
ziert der Arzt bei Frau Huber Brustkrebs, bei Frau
Schmitt hingegen &ussert er keinen Verdacht.

(a) Mit welcher Wahrscheinlichkeit konnte Frau
Schmitt trotzdem an Krebs erkrankt sein?

(b) Mit welcher Wahrscheinlichkeit hat Frau Huber
wirklich Krebs?

Stochastik-Aufgaben: Wahrscheinlichkeit 5
(Zugehérige Losungen)
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2.3.4 Figene Aufgaben

Aufgaben 2.12 Eine Gruppenarbeit zu zweit:

Sucht im Internet drei Aufgaben zum Thema

Bedingte Wahrscheinlichkeit
Totale Wahrscheinlichkeit
Satz von Bayes

o Formuliert die Aufgaben aus,
o erstellt eine Musterlosung,
und

e sendet die ausformulierten Aufgaben mit zugehdrigen
Musterlosung an ronald.balestra@kzn.ch

Jede Gruppe muss dann eine von mir ausgewdhlte Aufgabe
der Klasse vorstellen.

Interessante Links ...
e zur Theorie:

e zu Aufgabensammlungen:

Auf was gilt es bei der Internetsuche grundsétzlich zu achten:

22
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Aufgaben 2.13 Corona & die Wahrscheinlichkeit

2.3.5 Unabhingige Ereignisse

Suche selbstédndig im Internet und definiere den Begriff der
Unabhdingigen Ereignisse

und fasse die wichtigsten zugehorigen Eigenschaften zusammen:

Lose die folgende Aufgabe:

In einer Urne liegen je eine rote, griine, blaue und schwarze Kugel.
Es wird eine Kugel gezogen und die folgenden Ereignisse betrachtet:

A := die gezogene Kugel ist rot oder griin,
B := die gezogene Kugel ist rot oder blau,

C := die gezogene Kugel ist rot oder schwarz.

Zeige, dass dies drei Ereignisse paarweise unabhéngig sind, insgesamt
aber abhéngig.

23



Aufgaben 2.14

e Bei einem TV-Gerit treten Bildstorungen mit 10% Wahrscheinlichkeit auf.
In diesem Fall kommt es dann mit 70% Wahrscheinlichkeit zu Tonstérun-
gen. Ist das bild einwandfrei, so ist mit 95% Wahrscheinlichkeit auch der
Ton in Ordnung.

1. Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit fiir ein einwandfreies Bild, falls
der Ton gestort ist.

2. Untersuchen Sie die Ereignisse ,,Es tritt keine Bildstérung auf” und
,,Es tritt eine Tonstérung auf” auf stochastische Unanhéngigkeit.

e Eine Umfrage an Schulen iiber die Essgewohnheiten der SchiilerInnen hat
ergeben, dass 45% aller SchiilerInnen gerne Schokolade essen.
55% aller SchiilerInnen ziehen andere Siissigkeiten vor,
60% aller SchiilerInnen geben an Geschwister zu haben,
27% aller SchiilerInnen haben Geschwister und essen gerne Schokolade.

Hat der Umstand, dass ein(e) SchiilerIn Geschwiater hat, einen Einfluss
auf die Vorliebe fiir Schokolade?

24



2.3.6 Das Ziegenproblem

Zum Abschluss dieses ersten Teils der Wahrscheinlichkeitsrechnung wollen wir
uns noch mit den Wahrscheinlichkeiten bei einer bekannten Rateshow befassen
und schauen uns dazu einen Ausschnitt aus dem Film

21 aus dem Jahre 2008, von Robert Luketic, mit Kevin Spacey, ...

an:

Siehe auch die Homepage von Marylin Vos Savant:
http://marilynvossavant.com /game-show-problem /

oder https://de.wikipedia.org/wiki/Marilyn vos Savant

25


http://www.youtube.com/watch?v=Zr_xWfThjJ0
http://marilynvossavant.com/game-show-problem/
https://de.wikipedia.org/wiki/Marilyn_vos_Savant

2.4 Kolmogorow

Die Wahrscheinlichkeitsrechnung lasst sich auch aziomatisch aufbauen, hierzu

https://de-academic.com/
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2.5 Kombinatorik

Die Anzahl Moglichkeiten in unseren bisher betrachteten Zufallsexperimenten
hat sich immer in einem verniinftigen Rahmen gehalten, so dass wir aus einem
Baumdiagramm die fiir die Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses notwendige An-
zahl der moglichen Fille und die Anzahl der giinstigen Fille abzéhlen konnten.
Bei mehrstufigen Experimenten werden diese Badume jedoch oft uniibersichtlich,
wenn zu viele Moglickeiten an den Verzweigungen untersucht oder wenn zu viele
Stufen durchgefiihrt werden miissen. Wir brauchen daher neue Methoden des
Abzihlens und diese liefert uns die

Kombinatorik - die Lehre vom Abzdhlen.

Wir werden mit Hilfe der Kombinatorik auch Fragen aus dem Alltag, der
Wirtschaft und der Technik beantworten konnen:

o Bei einem Pferderennen laufen sechs Pferde. Wie viele verschiedene Moglich-
keiten des Einlaufens der Pferde gibt es?

e Ein Fahrradschloss besitzt drei Ziffernringe und jeder Ring hat 10 Ein-
stellungsmoglichkeiten. Wie viele Zahlenkombinationen lassen sich reali-
sieren?

e Bei der Blindenschrift nach Braille besteht die Grundform aus einem
Rechteck, das aus 2 -3 Punkten gebildet werden kann. Jedes Zeichen wird
durch die Anordnung von ein bis sechs Punkten nach der Rechteckform
gebildet. Wieviele Zeichen lassen sich auf diese Weise realisieren?

e Beim Lotto sollen aus 49 Zahlen genau 6 ausgew#hlt werden. Wie viele
verschiedene Tipps miissen abgegeben werden, um mit Sicherheit einen
"Sechser’ zu erziehlen? Wie viele 'Fiinfer’ sind dann unter diesem Tipp?

Mit solchen und &hnlichen Fragen, bei denen die Auswahl und eventuell
auch die Anordnung von Elementen eine Rolle spielt, werden wir uns in der
Kombinatorik beschéftigen.

Wir werden drei verschiedene Verfahren kennen lernen,

Permutationen
Variationen
Kombinationen

mit welchen alle kombinatorischen Aufgaben gelést werden konnen.
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2.5.1 Selbstindiges Einarbeiten

Aufgaben 2.15 Verwende als Quelle fiir das selbstéindige Einarbeiten:

http://esbljockisch.lima-
city.de/math/math12/Kombinatorik/start.htm

Arbeite das Tutorium durch und fasse das Wichtigste zusammen . . .

oder folgendes Video:

https:/ /www.youtube. com/watch?v=mq_o USOBKCCo
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http://esb1jockisch.lima-city.de/math/math12/Kombinatorik/start.htm
http://esb1jockisch.lima-city.de/math/math12/Kombinatorik/start.htm
https://www.youtube.com/watch?v=mq_oU8OBKCo

Unter der Voraussetzung, dass die Unterlagen durchgearbeitet worden sind,
werden wir die folgende Zusammenstellung der fiir uns wichtigsten Aussagen
der Kombinatorik schnell und effizient bearbeiten kénnen.

Wir beginnnen mit einem kurzen Uberblick iiber das Wesentlichste:

e Um was geht’s bei der Kombinatorik ?

Weas sind die Probleme und deren Losung ?

Die wichtigste Aussage fiir mich ist:

Die wichtigsten Unterscheidungsmerkmale sind:
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2.5.2 Die Produkteregel/ das Zihlprinzip/ Fundamentalprinzip
Wir wollen uns das allgemeine Zihlprinzip / die Produkteregel mit folgendem
Beispiel herleiten:

Beispiel 2.12 Fiir das Anziehen am Morgen stehen Willi 5 Paar Socken,
2 Hosen und 3 Hemden zur Verfiigung.

o Wie viele Moglichkeiten sich anzuziehen hat Willi:

e Eine Socke hat ein Loch und wird nicht angezogen.
Wie viele Moglichkeiten bestehen jetzt noch:

e Fiir nach draussen, kann Willi aus 2 Paar Schuhen
wéhlen. Wie viele Moglichkeiten hat er nun, angezo-
gen das Haus zu verlassen:

e ... und wenn er auch noch in Betracht zieht, evtl bar-
fuss zu gehen:

Formuliere das allgemeine Zdihlprinzip in eigenen Worten:
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Beispiel 2.13 e Wie viele verschiedene Tripel kénnen bei dreimaligem
Wiirfeln eines Tetraeders entstehen?

e Wie viele verschiedene Quadrupel kénnen bei vierma-
ligem Wiirfeln eines Hexaeders entstehen?

e Wie viele verschiedene 5-Tupel kénnen bei fiinfmali-
gem Wiirfeln eines Oktaeders entstehen?

Beispiel 2.14 In einem Finallauf sind 8 Laufer an Start.

1. Wie viele Moglichkeiten des Zieleinlaufens gibt es?

2. Wie viele Moglichkeiten der Medaillenvergabe gibt
es?

Beispiel 2.15 Im bindren Zahlensystem werden nur die Ziffern 0 und 1
verwendet,.

1. Wie viele vierstellige Binédrzahlen gibt es?

2. Wie viele Stellen hat die Zahl 1’000°000°000 im
Binérsystem?
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2.5.3 Permutationen

Mit Hilfe der Permutationen werden ............... - Probleme gelost.

Die klassische Fragestellung lautet:

Auf wie viele Arten lassen sich alle n verschiedenen Elemente einer
Menge anordnen ?

Losung:

Beachte die folgende Definitionen:

Def.: Wir gehen von einer beliebigen Menge M mit n Elementen aus.
Eine Permutation ist

Mit P(n) bezeichnen wir

und fiir die Anzahl Permutationen (................ ... ) gilt:

Beweis:

Wir wollen uns noch mit den Permutationen mit Wiederholungen beschéfti-
gen.

Hierfiir lautet die klassische Fragestellung:

Auf wie viele Arten lassen sich alle n Elemente einer Menge anord-
nen, wenn das 1. Element ni-mal, das 2. Element ny-mal, . ..und
das k-te Element ny-mal vorkommt ?

Auf der folgenden Seite wollen wir uns mit Hilfe {iberschaulicher Mengen an
die Losung heranarbeiten:
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o A={1,2,34}

1 2 3 4 21 3 4 31 2 4 4 1 2 3
1 2 4 3 21 4 3 31 4 2 4 1 3 2
1 3 2 4 2 31 4 3 2 1 4 4 2 1 3
1 3 4 2 2 3 41 3 2 41 4 2 3 1
1 4 2 3 2 4 1 3 3 4 1 2 4 3 1 2
1 4 3 2 2 4 3 1 3 4 2 1 4 3 2 1

o mit 2 identischen Elementen folgt fiir die Anzahl moéglicher Anord-
nungen:

o mit 3 identischen Elementen folgt fiir die Anzahl moglicher Anord-
nungen:

e B=1{1,2,3,45} = P(5)=....

o mit 2 identischen Elementen folgt:

o mit 3 identischen Elementen folgt:

o« C=1{1,2,3,4,56,7 = P(7)=....

o mit 3 identischen Elementen folgt:
o mit je 2 und 3 identischen Elementen folgt:

o mit je 3 und 3 identischen Elementen folgt:

Mathematisch lésst sich dieser Zusammanhang elegant durch folgende For-
mel darstellen:
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Wir kénnen nun unsere erste Frage beantworten:

Bei einem Pferderennen laufen sechs Pferde. Wie viele verschiedene
Mdglichkeiten des Finlaufens der Pferde gibt es?

und auch die folgenden weiteren Beispiele 16sen:

Beispiel 2.16 Wir kaufen im Supermarkt sieben Artikel ein.

1. Wie viele Moglichkeiten haben wir, diese Artikel in
der Einkaufstasche anzuordnen?

2. Unter den eingekauften Artikeln befinden sich 2 x 11
Milch und 3 x 11 Orangensaft.
Wie viele Moglichkeiten der Anordnung haben wir
jetzt?

Beispiel 2.17 Wie viele Permutationen lassen sich aus den Elementen
a,a, b, b, c, d,d,dund d bilden?

Beispiel 2.18 Auf wie viele unterschiedliche Arten lassen sich Buchstaben
von OTTO anordnen?

Stochastik-Aufgaben: Wahrscheinlichkeit 6
(Zugehérige Losungen)
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https://ronaldbalestra.ch/dokumente/stochastik/wahrscheinlichkeit-1/aufgaben/Aufg6.pdf
https://ronaldbalestra.ch/dokumente/stochastik/wahrscheinlichkeit-1/loesungen/Loesung6.pdf

2.5.4 Kombinationen & Variationen

Mit Hilfe der Kombinationen & Variationen werden ............ - Probleme
gelost.

Wobei wir die folgenden Unterscheidungen vornehmen miissen:

Def.: Eine Kombination k-ter Ordnung (mit/ohne Wiederho-
lung) ist definiert als eine ungeordnete Stichprobe vom Umfang k
aus einer Grundmenge der Mdchtigkeit n.

Bem.: e ungeordnet ...

e Stichprobe ...

Wir werden die Formel zur Berechnung der Anzahl Kombinationen k-ter
Ordnung mit Hilfe eines Urnenmodells und der folgenden Fragestellung herlei-
ten:

Auf wieviel verschiedene Arten lassen sich k Kugeln aus einer Urne
mit n verschiedenen Kugeln mit/ohne Zuriicklegen und ohne Beriick-
sichtigung der Reihenfolge ziehen.

Wir unterscheiden wieder die iiblichen Falle:

1. Fall: Ohne Zuriicklegen

n Kugeln 1 2 3 4 5 n—2 n-—1
nicht — gezogen %  x * . *
gezogen + + . +
zusammen gilt x x  + 4+ % . * +

Da die Reihenfolge nicht wesentlich ist konnen wir umstellen zu

+ 4+ + R T T *

wobei es sich um eine Permutation von n Elementen handelt, mit k-mal
+ und (n— k)-mal * und deren Anzahl verschiedener Anordnungsmoglich-
keiten wir berechnen kénnen:
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Wir kénnen somit die Anzahl Kombinationen k-ter Ordnung (ohne Wie-
derholungen) einer Menge mit n Elementen durch die Anzahl Permutatio-
nen von n Elementen mit Wiederholungen ausdriicken, was auf folgende
Definitionen und Beziehungen fiihrt:

Cn;K) == P(n;k,n — k) = k,(nn'k), =: (E)

Beispiel 2.19 e Einer Warenlieferung von 12 Gliihbirnen soll zu Kon-
trollzwecken eine Stichprobe von 3 Gliihbirnen ent-
nommen werden.

Wie viele verschiedene Stichproben kénnen genom-
men werden?

e Wie viele Kombinationen sind beim Lotto 6 aus 45
moglich?

2. Fall: Mit Zuriicklegen

Falls die gezogenen Kugel zuriickgelegt werden und somit mehrmals ge-
zogen werden konnen, folgt fiir die Anzahl Kombinationen k-ter Ordnung

mit Wiederholung:
—1

Beispiel 2.20 Wie viele verschiedene Augenpaare sind beim Wiirfeln mit
zwei gleichen homogenen Wiirfeln moglich?
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Beispiel 2.21

Aus einem gefiillten Zigarettenautomat mit 15 Féchern
konnen 15 verschiedene Zigarettensorten ausgewéhlt wer-
den. Du erhéltst den Auftrag, drei Pdckchen Zigaretten zu
besorgen, wobei es egal ist, um welche Sorte es sich dabei
handelt, da es der Raucherin nur um Nikotin geht.

Wie viele mogliche Zusammensetzungen von drei unter-
schiedlichen Zigarettenpéckchen gibt es.

Stochastik-Aufgaben: Wahrscheinlichkeit 7
(Zugehérige Losungen)
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https://ronaldbalestra.ch/dokumente/stochastik/wahrscheinlichkeit-1/aufgaben/Aufg7.pdf
https://ronaldbalestra.ch/dokumente/stochastik/wahrscheinlichkeit-1/loesungen/Loesung7.pdf

2.5.5 Ein kurzer Einschub: TR-Einsatz & Mathematica

Wir wollen uns im Folgenden mit den Moglichkeiten vertraut machen, welche
uns der TR oder Mathematica zur Berechnung von Fakultéiten & Binomialkoef-

fizienten bietet:
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Def.: Eine Variation k-ter Ordnung (mit/ohne Wiederholung)
ist definiert als eine geordnete Stichprobe vom Umfang k aus einer
Grundmenge der Mdchtigkeit n.

Bem.: e geordnet ...

e Stichprobe ...

Auch in diesem Fall werden wir die Formel zur Berechnung der Anzahl Va-
riationen k-ter Ordnung mit Hilfe eines Urnenmodells und der folgenden Frage-
stellung herleiten:

Auf wie viele verschiedene Arten lassen sich k Kugeln aus einer Ur-
ne mit n verschiedenen Kugeln mit/ohne Wiederholung und unter
Beriicksichtigung der Reihenfolge ziehen.

Wir unterscheiden ein weiteres Mal die {iblichen Falle:

1. Fall: Ohne Zuriicklegen
Wir gehen zun#chst von einer ungeordneten Stichprobe von k Kugeln aus

n Kugeln 1 2 3 4 5 n—2 n—-1 n
gezogen + + + +

und erhalten somit eine beliebige Kombination k-ter Ordung, von welchen
es ...... gibt und sich die k (gezogenen) Kugeln auf ...... verschiedene

Arten anordnen lassen.
Somit folgt fiir die Anzahl Variationen k-ter Ordnung ohne Wiederholung:

V(n;k) =
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2. Fall: Mit Zuriicklegen

Jede der gezogenen Kugel wird in die Urne zuriickglegt und kann somit bei
jeder weiteren Ziehung wieder verwendet werden, so dass fiir jede Ziehung
jeweils n Kugeln zur Auswahl stehen und somit fiir die Anzahl Variationen
k-ter Ordnung mit Wiederholungen gilt:

Vo (n§ k) =

Beispiel 2.22 e Ein Fahrradschloss besitzt drei Ziffernringe und je-
der Ring hat 10 Einstellungsmoglichkeiten. Wie viele
Zahlenkombinationen lassen sich realisieren?

e Beim Pferdetoto muss in der sog. Dreierwette der
Zieleinlauf der ersten drei Pferde in der richtigen Rei-
henfolge vorausgesagt werden.

Wie viele verschiedene Dreier-Wetten sind moglich,
wenn 12 Pferde starten?

e Wie viele verschiedene ” Worter” mit drei Buchstaben
lassen sich aus den 6 Buchstaben a, b, ¢, d, e und f
bilden, wenn jeder Buchstabe

1. nur einmal,

2. mehrmals

verwendet werden darf?

e Eine homogene Miinze wird viermal geworfen. Wir
notieren das jeweilige Ergebnis in der Reihenfolge des
Auftretens; z.B. ZZZW.

Wie viele verschiedene Endergebnisse sind moglich?

Stochastik-Aufgaben: Wahrscheinlichkeit 8
(Zugehérige Losungen)
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https://ronaldbalestra.ch/dokumente/stochastik/wahrscheinlichkeit-1/aufgaben/Aufg8.pdf
https://ronaldbalestra.ch/dokumente/stochastik/wahrscheinlichkeit-1/loesungen/Loesung8.pdf

2.5.6 Vier abschliessende Beispiele:

Beispiel 2.23

S

Die Blindenschrift nach Braille

Durch die Anordnung der Punkte in der Blindenschrift nach
Braille, die erhoben (e ) oder versenkt ( o ) ins Papier ge-
driickt werden, konnen die Buchstaben, Zahlen und sonsti-
gen Zeichen ertastet werden. Das Wort Stochastik wird wie
folgt dargestellt:

T O C H A 5 B K

O O 00 @9 00 00 O@ O® OO 00
oD @9 De OO e® OO 00O @9 00 OO
0 00 00 OO OO0 VD 0 8O OO @O

Mathematisch betrachtet haben wir eine Menge M,
bestehend aus zwei Elementen: M = {e,0}. Aus die-
sen beiden FElementen werden Anordnungen nach dem
vorgegebenen Schema gebildet. Daraus folgt zwingend
eine Wiederholung der Elemente unter Beriicksichtigung
threr Anordnung bzw. Reihenfolge. Es handelt sich also
um etne Variation von zwer Elementen zur sechsten Klasse.

Bestimme die Anzahl Mdéglichkeiten zur Darstellung
von verschiedenen Zeichen in dieser Blindenschrift.

41



Beispiel 2.24 Lotto 6 aus 49

Beim Lottospiel 6 aus €9 gibt es folgende Gewinn-
ringe: '

(1) 6 Richtige

{2) 5 Richtige mit Zusatzzahl*)

(3) 5 Richtige

(4) 4 Richtige

(37 3 Richtige mit Zusatzzahl*)

(6) 3 Richtige

#1 Mach den & Gliickszahlen wird aus den verbleibenden
43 Kugeln eine weitere Kugel gezogen.

Wie viele Miglichkeiten gibt es, in diesen Riingen zu gewinnen? Wie grof ist demnach die Wahrschein-
lichkeit fiir einen Gewinn in einem dieser Riinge? Wie groll ist die Wahrscheinlichkeit, in irgendeinem die-
ser Riinge (d.h. liberhaupt) zu gewinnen?
Ldsung
Betrachten wir z.B, i4): 4 Richtige bedeutet 2.B., dass von den & Gliickszahlen 4 getippt werden, aller-
dings auch 2 Zahlen von den 43 Zahlen, mit denen man nicht gewinnt.

(%1 Maglichkeiten, denn jede der () Moglichkeiten fiir 4 _richtig® angekreuz-
le Zahlen kann mit jeder der ( ; | Mglichkeiten fiir 2 falsch™ angekrenzte Zahlen kombiniert werden. Dies

43
sind 13 - 903 = 13545 Moglichkeiten, d.h. es gibt 13545 verschiedene Tipps, bei denen man in diesem
Rang gewinnen kénnte.

Hierfilr gibt es insgesamt [::I .

i
I Vergleich zu den 13983816 moglichen Tipps insgesamt ist das eine geringe Anzahl; der Anteil betriigt

nt ot =0,00097 = 0,007% =0, 1%.

Betrachten wir 2.B. (5); 3 Zahlen sind richtig, 2 (villig) falsch, 1 Zahl stimmt mit der Zusatzzahl {iberein.
Daher gibt es insgesamt (5[5 (1)=20 - 861=17220 Méglichkeiten.

Anzahl der Maglichkeiten fiir 3, richtig” T Anzahl der Miglichkeiten filr die Zusatzzahl (1 aus 1)
angekreuzte Zahlen (3 aus &) Anzahl der Miglichkeiten fiir 2 _falseh” angelrenzre Tahlen (2 aus 42)

172
13583

Die Wahrscheinlichkeit, in diesem Rang zu gewinnen, betriiglauch nur = (,00123 = 0,1%.

Analog berechnen wir:

Gewinnringe Anzahl der verschiedenen Wahrscheinlichkeit, in Die Chancen
miglichen Tipps dem Rang zu gewinnen 20 gewinnen stehen

(136 Richtige
(2) 5 Richtige m. 7.
(335 Richtige

{4) 4 Richtige

{5) 3 Richtige m.Z.

{6) 3 Richtige
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Beispiel 2.25 Das Pascal’sche Dreieck & die Binomialkoeffizienten

1. Berechne (a + b)%,
2. Skizziere das zugehorige Baumdiagramm,

3. Bestime den Zusammenhang zwischen den Koeffizien-
ten der Summanden und den Binomialkoeflizienten.

4. Der Binomische Lehrsatz:

siehe hierzu

ein Beweis von David Willems, Uni Koblenz
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https://ronaldbalestra.ch/dokumente/stochastik/wahrscheinlichkeit-1/binomlehrsatz.pdf

Beispiel 2.26 Das Pokerspiel

Wahrscheinlichkeitstabelle fiir Poker

Ein bedeutender Aspekt des Pokerns ist die Berechnung der Chancen auf ein gutes Blatt.

Wenn Sie sich entscheiden sollen. ob und wie viel Sie setzen mdchten,. ist es folglich wichtig
iiber die Wahrscheinlichkeit zum Erhalt des gewiimschten Pokerblatts bescheid zu wissen.

Welche Chancen bestehen darauf, ein bestimmtes Pokerblatt mit 5 Karten zu bekommen?
Untenstehend finden Sie sdmtliche Antworten auf diese Frage.

Pokerblatt Kombinationsmdéglichkeiten Chance auf dieses Blattt bei 5 Karten

“Royal Flush | 1 1 von 649.740
Straight Flush 36 | 1von 72.193
4ofakind | 624 1von4.165
Full house 3.744 1 von 694
Flush | 5.108 1 von 508
Straight 10.200 1 von 254
3ofakind | 54.912 ' 1von 47
2Paare | 123.552 ' 1von 21
1 Paar ' 1.098.240 1 von 2.36
Kein Paar I 1.302.540 1 von 1.99

Royal Flush Straight Flush mit Ass als hochste Karte A¥Y K¥ Q¥ Jv 10v
Straight Flush eine Strafe in einer Farbe Q# J& 104 94 8& Wert der Endkarte

Vierling (Four Of A Kind) 4 Karten gleichen Wertes AY A+ A4 Ad Wert des Vierlings, dann
der Wert der Beikarte

Full House ein Drilling und ein Paar K& Ka K¢ 0¥ 0% Hohe des Drillings, dann Héhe des
Paars

Flush 5 Karten in einer Farbe (nicht in einer Reihe) 74 Q& 104 K4 A4 hichste Karte, dann
die néchsthdhere Karte usw.

Strafie (Straight) 5 Karten in einer Reihe (nicht gleiche Farbe) Ja 10+ 0% §& 7% Wert der
Endkarte

Drilling (Three Of A Kind) 3 Karten gleichen Wertes Q# Q¥ Q4 Hohe des Drillings. dann
die hohere Beikarte

Zwei Paare (Two Pairs) 2 Paare J¢ J# 34 3& Hohe des Paars. dann Hohe des zweiten Paars.
dann die hohere Beikarte

Paar/Zwilling (One Pair) 2 Karten gleichen Wertes 10# 10¥ Hohe des Paars, dann die
héhere Beikarte usw.

Hichste Karte (High Card) keine der oberen Kombinationen A# hochste Karte, dann die
nichsthohere Karte usw

(vel. http://de wikipedia.org/wiki/Poker)
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Beispiel 2.27 Cincinnati Kid

Stochastik-Aufgaben: Wahrscheinlichkeit 9
(Zugehérige Losungen)

und weitere Aufgaben mit Losungen ...

https://sos-mathe.ch/
http://makuwi.ch
http://www.raschweb.de
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https://ronaldbalestra.ch/dokumente/stochastik/wahrscheinlichkeit-1/aufgaben/Aufg9.pdf
https://ronaldbalestra.ch/dokumente/stochastik/wahrscheinlichkeit-1/loesungen/Loesung9.pdf
https://sos-mathe.ch/s/s1/s13/aufg_s13.html
http://makuwi.ch/wahl_mathematik/pdfs/01_problemloesen/2_kombinatorik/4_aufgabensammlung_2_kombinatorik.pdf
http://www.raschweb.de/Q12-M-Abi-Ubung_4.pdf

2.6 Meine Zusammenfassung
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