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Voraussetzung

Es sei R ein kommutativer, unitärer Ring sowie a, b œ R, n œ N
0

beliebig.
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Thomas Götz


Thomas Götz
Da Sie den Begriff eines kommutativen unitären Rings
sicherlich nicht kennen, stellen Sie sich a,b als zwei
reelle oder komplexe Zahlen vor. Weiterhin ist n eine
natürliche Zahl. 
(Ergänzung TG)
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Behauptung

Es gilt

(a + b)n =
nÿ

k=0

A
n
k

B

akbn≠k .
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Der Beweis erfolgt durch vollständige Induktion über n.
Induktionsanfang für n = 0:

(a + b)0 = 1 =

A
0
0

B

a0b0 =
0ÿ

k=0

A
0
k

B

akb0≠k

Induktionsschritt n Òæ n + 1:
Annahme:

(a + b)n =
nÿ

k=0

A
n
k

B

akbn≠k

gilt für ein beliebiges, aber festes n œ N
0

.
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Behauptung:

(a + b)n+1 =
n+1ÿ

k=0

A
n + 1

k

B

akbn+1≠k
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Durch verwenden der Annahme erhält man:

(a + b)n+1 = (a + b)(a + b)n

= (a + b) ·
nÿ

k=0

A
n
k

B

akbn≠k

= a ·
nÿ

k=0

A
n
k

B

akbn≠k + b ·
nÿ

k=0

A
n
k

B

akbn≠k

=
nÿ

k=0

A
n
k

B

ak+1bn≠k +
nÿ

k=0

A
n
k

B

akb(n+1)≠k (ú)
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Jetzt benötigt man die Identität aus Aufgabe 2a)!
A

n + 1
k

B

=

A
n

k ≠ 1

B

+

A
n
k

B
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Um die entsprechenden Binomialkoe�zienten zu “basteln”, wird
der Index der linken Summe von (ú) um 1 erhöht.

nÿ

k=0

A
n
k

B

ak+1bn≠k +
nÿ

k=0

A
n
k

B

akb(n+1)≠k

=
n+1ÿ

k=1

A
n

k ≠ 1

B

akbn≠k+1 +
nÿ

k=0

A
n
k

B

akb(n+1)≠k

=an+1 +
nÿ

k=1

A
n

k ≠ 1

B

akbn≠k+1 +
nÿ

k=1

A
n
k

B

akb(n+1)≠k + bn+1

=bn+1 + an+1 +
nÿ

k=1

AA
n

k ≠ 1

B

+

A
n
k

BB

akbn+1≠k
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=

A
n + 1

0

B

a0b(n+1)≠0 +

A
n + 1
n + 1

B

an+1b(n+1)≠(n+1)

+
nÿ

k=1

A
n + 1

k

B

akbn+1≠k

=
n+1ÿ

k=0

A
n + 1

k

B

akbn+1≠k
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