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4 Teiler & Vielfache

Wir werden uns in diesem Kapitel mit einem weiteren Gebiet aus der Zahlen-
theorie befassen:

den Teilern & Vielfachen (von natirlichen Zahlen)

Uber Beispiele werden wir die notwendigen Definitionen einfithren und dabei
ein weiteres Mal die mathematische Schreibweise zur Anwendung bringen.

Von zentraler Bedeutung werden fiir uns die sogenannten Teilbarkeitssdtze
sein, welche uns auch einen ersten Einstieg in die mathematische Beweisfithrung
ermoglichen.

Im darauffolgenden Abschnitt werden wir uns mit den Primzahlen befassen.
Diese erst einmal richtig definieren und dann natiirlich in der Primfaktorzerle-
gung zur Anwendung bringen.

Auf der Suche nach interessanten zahlentheoretischen Beziehungen werden
wir uns etwas genauer mit der Suche im www befassen.

Im Abschnitt iiber den ggT und das kgV werden wir uns Grundlagen fiir das
spitere Rechnen mit Briichen legen.

Abschliessend werden wir uns noch mit dem Teilen mit Rest auseinander-
setzen.

Als Aufgabensammlung verwenden wir

ARITHMETIK Aufgabensammlung
von der
Fachgruppe Mathematik, Kantonsschule Rychenberg
Winterthur
4. Auflage, 2017

in der iiblichen Darstellung: Aufgabenpool 5 Pflicht

und natiirlich eigene Aufgabenserien.



4.1 Einleitung & Definitionen

Die notwendigen Begiffe werden wir mit Hilfe des folgenden Beispiels einfithren
und bei den zugehorigen Definitionen wieder die streng mathematische Schreib-
weise anwenden.

Doch zuerst:

Aufgaben 4.1 Repetiere die folgenden, schon bekannten Begriffe:
Faktor, Produkt, Dividend, Divisor, Quotient.

Fiir die ersten Begriffe beginnen wird mit einem Beispiel

Beispiel 4.1 Fiir 12 =3-4 heissen: .

Definition 4.1 (Die Teiler und Vielfachen)

Seien a,b € N.

e a heisst ein Vielfaches von b &

e b heisst ein Teiler von a <

Aus der Mengenlehre kennen wir schon

oV, =



Beispiel 4.2 Erklire mit Hilfe der Definition, dass Folgendes gilt:

1. 5 ist ein Teiler von 80.

2. 4 ist ein Teiler von 112.

3. 7 ist kein Teiler von 34.

4. 125 ist ein Vielfaches von 25.

5. 333 ist kein Vielfaches von 3.

6. 254 ist ein Vielfaches von 16.

Aufgaben 4.2 Formuliere zwei eigene Beispiele:



4.2 Teilbarkeitssitze

Wir wollen uns in diesem Kapitel mit der Frage der Teilbarkeit beschéftigen,
d.h. es geht um die folgende Frage:

Beispiel 4.3 Uberpriife die Teilbarkeit:
1. 18:9=

2. 627:3 =

3.902:3=

4. 1710 : 3 =

5. 1234567890 : 3

6. 12345678987654321 : 3

Unser Ziel wird nun sein, Regeln zusammenzustellen, mit welchen wir schnell,
einfach und erst noch richtig eine Teilbarkeit bestimmen koénnen.



Die folgenden Regeln werden wahrscheinlich schon bekannt sein:

e 10 ist ein Teiler einer Zahl z € N,
wenn ...

Bsp.:

e 5 ist ein Teiler einer Zahl x € N,
wenn ...

Bsp.:

e 2 ist ein Teiler einer Zahl x € N,
wenn ...

Bsp.:

e 1ist ...

e (ist ...



Wichtig fiir viele Teilbarkeitsregeln ist folgende Aussage:

Satz 1 (Teilbarkeit) Wenn eine Zahlt ein Teiler der beiden Zahlen a und b
ist, dann ist t auch ein Teiler der Summe der Zahlen a und b.

In der mathematischen Schreibweise kurz & elegant dargestellt:

Beispiel 4.4 .

Wir wollen nun die obige Aussage auch beweisen:

Bewelis:



Wir sind nun in der Lage, die folgenden Teilbarkeitsregeln zu begriinden:

e Teilbarkeit durch 4:

Bsp.: 15’376

= Regel:

Eigenes Bsp.:

o Teilbarkeit durch 8:

Bsp.: 15’376

= Regel:

FEigenes Bsp.:



e Teilbarkeit durch 3:

Bsp.: 8721

= Regel:

FEigenes Bsp.:

e Teilbarkeit durch 9:

Formuliere eine Vermutung fiir die Regel:

Begriinde deine Regel mit einem Beispiel:

Eigenes Bsp.:



Aufgaben 4.3 Formuliere eine Regel fiir die Teilbarkeit durch 6

Aufgaben 4.4 Suche im Internet Regeln fiir die Teilbarkeit durch 11
und weitere Teilbatkeitsregeln:

Aufgaben: Kap.2: p.18 / 1 -22: 5, 16

Algebra-Aufgaben: Teiler & Vielfache 1
(Zugehérige Losungen)


https://ronaldbalestra.ch/dokumente/untergymnasium/algebra/4_teilervielfache/aufgaben/Aufg1.pdf
https://ronaldbalestra.ch/dokumente/untergymnasium/algebra/4_teilervielfache/loesungen/loesungen1.pdf

4.3 Primzahlen

Wir wollen uns noch mit Zahlen, welche ein besonderes Teilungsverhalten haben
beschéftigen:

Definition 4.2 (Die Primahl)

FEine natiirlich Zahl x € N heisst eine Primzahl :&

Mathematisch elegant ...

Ohne Beweis wollen wird die folgende, in der Zahlentheorie sehr wichtige
Aussage festhalten:

Satz 2 Jede natirliche Zahl > 1, die nicht prim ist, lisst sich in eindeutiger-
weise als Produkt von Primzahlen darstellen.

Ein Beipiel, dass uns auf die Primfaktorzerlegung fithrt:

Beispiel 4.5 Zerlege 120 vollstdndig in Primfaktoren

10



Formuliere in eigenen Worten eine Algorithmus fiir die Primfaktorzerlegung

und wende ihn an: 924=

Aufgaben: p.19 / 23 - 35; 24, 29, 32, 34, 36

11



4.3.1 Das Sieb des Eratosthenes
(siehe dazu: Algebra-Aufgaben: Teiler & Vielfache 2)

In dieser Aufgabe wollen wir uns mit der Suche nach Primzahlen beschéfti-
gen. Bis heute gibt es noch keine Formel zur Ermittlung aller Primzahlen, da
noch niemand eine Regelméssigkeit in ihrem Auftreten gefunden hat. Deshalb
miissen wir andere Hilfsmittel zur Ermittlung der Primzahlen einsetzen.

Eines davon ist das sogenannte Sieb des Eratosthenes, benannt nach dem grie-
chischen Mathematiker Eratosthenes von Kyrene (276 - 194 v. Chr.)

Die Idee ist, dass wir z.B. alle Zahlen von 1 bis 100 aufschreiben und dann
alle Zahlen aussieben, welche durch eine andere Zahl als 1 oder sich selbst teilbar
sind. Jene Zahlen, die iibrig bleiben, sind schliesslich die Primzahlen.

Nummeriere im untenstehenden Quadrat die einzelnen Felder fortlaufen:

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
21 22 23 24 25 26 27 28 29 30
31 32 33 34 35 36 37 38 39 40
41 42 43 44 15 16 47 48 49 50
51 52 53 54 55 56 57 58 59 60
61 62 63 64 65 66 67 68 69 70
71 72 73 74 75 76 77 78 79 80
81 82 83 84 85 86 87 88 89 90
91 92 93 94 95 9% 97 o8 99 | 100

Markiere nun die Felder, welche keine Primzahlen sind nach folgendem Verfah-
ren:

e markiere das Feld mit der 1,

e markiere ausser der 2 alle durch 2 teilbaren Zahlen,
e markiere ausser der 3 alle Vielfachen von 3,

e markiere ausser der 5 alle durch 5 teilbaren Zahlen,
e markiere ausser der 7 alle Vielfachen von 7,

e suche die néichste nicht markierte Zahl und verfahre gleich wie oben

e suche die néichste nicht markierte Zahl und verfahre gleich wie oben

12


https://ronaldbalestra.ch/dokumente/untergymnasium/algebra/4_teilervielfache/aufgaben/Aufg2.pdf

Aufgaben 4.5 Niitze deine Kenntnisse tiber die Primzahlen aus und zerle-

ge die folgenden Zahlen in Primfaktoren und fasse die Fak-

toren in der Potenzschreibweise zusammen:

1. 12 =

2. 48 =

3. 210 =

4. 156 =

5. 663 =

6. 107 =

7. 740 =

8. 1002 =

9. 1225 =

10. 5544 =

11. 283 45 =

12. 10%2-203 =

13. 252 .363 - 49* =

14. 125-225-625 =

Was passiert, wenn du eine nicht-Primzahl als Faktor abspaltest:

13



4.4 Einige Satze aus der Zahlentheorie

Die folgenden Sétze miisst ihr mit Hilfe des www selbsténdig formulieren und
mit zugehorigen Beispielen ergénzen.

Vorbereitend werden wir uns ganz allgemein mit der Suche im www befassen
und dazu eure bisherigen Erfahrungen einfliessen lassen:

4.4.1 Die Suche im www

haben wir schon einige male angewendet und werden wir noch sehr hiufig wie-
der verwenden.

Deshalb werden wir hier eure Erfahrungen (gute & schlechte) zusammen-
fassen und fiir die weiteren Anwendungen der Internetsuche einige niitzliche
Hinweise besprechen:

e cure Erfahrungen :

o cure Tipps :

14



Aufgaben 4.6 Suche im Internet
1. nach eitner Primzahlliste,

2. nach einer Formel zur Bestimmung von Primzahlen.

Suche ebenfalls im Internet ...

4.4.2 Die Goldbach’sche Vermutung

Aufgaben 4.7 Formuliere die Goldbachsche Vermutung:

Bestimme zwei Beispiele, welche die Vermutung bestditigen:

15



4.4.3 Der Satz von Lagrange

Aufgaben 4.8 Formuliere den Satz von Lagrange:

Bestimme zwei Beispiele, welche die Vermutung bestdtigen:

4.4.4 Der Dreiprimzahlsatz

Aufgaben 4.9 Formuliere den Dreiprimzahlsatz:

Bestimme zwei Beispiele, welche die Vermutung bestdtigen.:

16



4.5 Der ggT und das kgV

Als Anwendung der Primfaktorzerlegung werden wir uns in diesem Kapitel mit

dem grissten gemeinsamen Teiler (... ... ) und

dem kleinsten gemeinsamen Vielfachen (... ... )

beschéftigen.

Fiir den g¢gT verwenden wir die Eigenschaft, dass

das Produkt zweier oder mehrerer Primfaktoren der Zerleqgung einer
Zahl auch ein Teiler dieser Zahl ist:

Beispiel 4.6 e 36 =

e 54 =

e Wir konnen den gg7" auch mengentheoretisch mit Hil-
fe von T3 und T4 bestimmen:

17



Fiir das kgV verwenden wir die Eigenschaften, dass

das Produkt von zwei oder mehreren Vielfachen einer Zahl auch ein
Vielfaches dieser Zahl ist:

Beispiel 4.7 o 36 =

e 54 =

¢ Wir kénnen das kgV ebenfalls mengentheoretisch mit
Hilfe von V3¢ und V54 bestimmen:

Aufgaben 4.10 Bestimme mit Hilfe der Primfaktorzerlegung
1. g¢gT(12,15) wund kgV(12,15)

2. ggT(24,350) und kgV(24,350)

18



Wir wollen uns noch gemeinsam mit den folgenden Beispielen beschéftigen:

Beispiel 4.8 Bestimme
1. ggT(18,21,48) und kgV(18,21,48)

2. ggT(142%y,21xy?) und kgV (142%y, 212y?)

3. ggT(1848,630)

4. kgV(3,7,11)

Aufgaben: p.19 / 37 - 58;

Algebra-Aufgaben: Teiler € Vielfache 3 Aufgaben 1,24
(Zugehérige Losungen)

19


https://ronaldbalestra.ch/dokumente/untergymnasium/algebra/4_teilervielfache/aufgaben/Aufg3.pdf
https://ronaldbalestra.ch/dokumente/untergymnasium/algebra/4_teilervielfache/loesungen/loesungen3.pdf

Aufgaben 4.11 Bestimme jeweils den ggT und das kgV:

1. a,a? a*

2. 203, 4b°, 818

3. xy?,y°23, 24

4. 10abe, 20a%bc?, 40ab3c

5. 34s°t,35%st2, 365t

6. 25(x + y)?,225(y + x)3,625(2x + 2y)

7. 28rs3t2,56(s1r?t)2, 164 (r35%t)?

8. glh+1),h(g—1),i(i +h)

20



4.5.1 Der Euklid’sche Algorithmus

Aufgaben 4.12 Die letzte Suche im Internet in diesem Kapitel:

der Euklid’sche Algorithmus / die Kettendivision:

Um was geht’s ¢
Wie funktioniert er ?
Wende ihn an.

Algebra-Aufgaben: Teiler & Vielfache 38 Aufgabe 3
(Zugehérige Losungen)

21


https://ronaldbalestra.ch/dokumente/untergymnasium/algebra/4_teilervielfache/aufgaben/Aufg3.pdf
https://ronaldbalestra.ch/dokumente/untergymnasium/algebra/4_teilervielfache/loesungen/loesungen3.pdf

Aufgaben 4.13 Zu den theoretischen Grundlagen des Euklid’schen
Algorithmus:

Wir betrachten dazu die folgende Aussage:

Ist ¢ ein gemeinsamer Teiler der Zahlen a und b mit a > b, dann ist
t auch ein Teiler von r, wobei r der Rest der Division von a durch b
ist. (d.-h.: a:b=x Rest r).

o Zeige die Giiltigkeit dieser Aussage am Beispiel mit a = 1386,b = 588 und
t = 21.

o Wende die Aussage Schritt fiir Schritt beim Euklid’schen Algorithmnus
an:

e Beweise die Aussage in voller Allgemeinheit:

22



4.5.2 Anwendungen

Beispiel 4.9 Auf allen vier Seiten eines rechteckigen Platzes von 90m
Linge und 36m Breite sollen Bdume gepflanzt werden. In
jeder Ecke soll ein Baum stehen und von Baum zu Baum
soll stehts der gleiche Abstand eingehalten werden.

1. Skizziere die Situation:

2. In welchen Abstinden kénnen die Bdume gepflanzt
werden ?

3. Bestimme den Abstand, mit welchem mdglichst weni-
ge Biume gepflanzt werden missen.

23



Beispiel 4.10 Zwei Eisenstangen sind 420cm und 700cm lang. Aus beiden
Stangen sollen gleichlange Stiicke herausgeschnitten wer-
den. (> 1cm und ganzzahlig in der Linge).

1. Was fiir Lingen sind mdglich ?

2. Bestimme die Ldnge, so dass die Stiicke am lingsten
sind,

Beispiel 4.11 FEin Autobus der VBZ fihrt immer nach 15 Minuten wieder
vom Bahnhofplatz weg. Fin anderer Autobus bedient eine
langere Strecke und fahrt alle 18 Minuten von Bahnhofplatz
weg. Beide fahren morgens um 7Uhr zum ersten Mal.

1. Um welche Zeit treffen sie sich das ndichste Mal auf
dem Bahnhofplatz ?

2. Ein dritter Autobus fihrt ebenfalls morgens um 7Uhr
vom Bahnhofplatz weg, braucht aber fiir seine Strecke
20 Minuten.

Bestimme den Zeitpunkt, wann sich alle drei Busse
zum ersten Mal wieder gemeinsam auf dem Bahnhof-
platz treffen.

Aufgaben: p.30 / 59 - 107;

Algebra-Aufgaben: Teiler & Vielfache 3 Aufgaben 5 - 8
(Zugehirige Losungen,)

24


https://ronaldbalestra.ch/dokumente/untergymnasium/algebra/4_teilervielfache/aufgaben/Aufg3.pdf
https://ronaldbalestra.ch/dokumente/untergymnasium/algebra/4_teilervielfache/loesungen/loesungen3.pdf

4.6 Meine Zusammenfassung

25
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