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6 Die rationalen Zahlen

6.1 Einleitung

So wie wir die Subtraktion als die Umkehrung der Addition kennengelernt ha-
ben, wissen wir bereits, dass die Division die Umkehrung der Multiplikation ist.
Diese Umkehrungen ermöglichen uns z.B. Gleichungen zu lösen:

a+ 2 = 8 ⇔ a =
3− b = 12 ⇔ b =
c− 7 = (−13) ⇔ c =
9 + d = 2 ⇔ d =
e · 2 = 0 ⇔ e =
5 · f = 135 ⇔ f =
g · 0 = 12 ⇔ g =
8 · h = 3 ⇔ h =

wobei wir bei mit unseren Zahlen

den natürlichen Zahlen . . .

und

den ganzen Zahlen . . .

als Lösungen schon bei einfachen Gleichungen schnell an unsere Grenzen
stossen.

Wir brauchen eine Menge neuer Zahlen, mit welchen wir den Einsatzbereich
der Mathematik wesentlcih vergrössern können

Das Rechnen mit den Elementen dieser Menge

und deren Eigenschaften wollen wir im Folgenden besprechen.
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Definition 1 (Der (gewöhnliche) Bruch)

Ein (gewöhnlicher) Bruch ist ein Term von folgender Form:
a

b

mit a ∈ . . . . . . und a heisst

b ∈ . . . . . . und b heisst

Bem.: � Die Dezimalbrüche

� Die Gemischten Brüche

Für einen (ersten) Einblick in die Verwendung rationaler Zahlen wollen wir
die 1. Aufgabenserie gemeinsam besprechen:

Algebra-Aufgaben: Bruchrechnen 1
(Zugehörige Lösungen)

Meine ersten Erkenntnisse aus der Aufgabenserie Bruchrechnen 1
. . .
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Im Folgenden werden wir uns nun mit dem Rechnen mit diesen Brüchen
beschäftigen . . .

6.2 Erweitern & Kürzen

Für später Anwendungen müssen wir die Brüche gelegentlich passend machen.
Dabei wird die Darstellung des Bruches geändert, der Wert des Bruches bleibt
aber gleich.
Das werden wir durch das Erweitern & Kürzen erreichen:

Definition 2 (Erweitern)

Einen Bruch erweitern heisst
Zähler und Nenner mit demselben Faktor ̸= 0 multiplizieren:

a

b
=

a · c
b · c

=
ac

bc

Beispiel 6.1 �

15

3
=

15 · 4
3 · 4

=
60

12

�

7

−2
=

7 · (−5)

(−2) · (−5)
=

−35

10
= . . .

Aufgaben 6.1 Formuliere mit deinem Banknachbarn zwei eigene Beispiele:

Aufgaben 6.2 Bestimme jeweils den fehlenden Zähler/Nenner:

�

7

3
=

35

�

16

3
=

9

�

5a

4b2
=

16b3a

�

7qr

28qr2
=

7qr2

�

22xyz

−3r2
=

−44xy2z3

�

3a

4(a+ b)
=

−4(a+ b)2
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Beispiel 6.2 Wir wollen noch die folgenden vier Beispiele besprechen:

�

12a

5b
=

12a+ b

�

12a

5b
=

24ab

15ab

�

12a

5b
=

−24a2

�

32

16
=

2

Definition 3 (Kürzen)

Einen Bruch kürzen heisst
Zähler und Nenner durch denselben Divisor ̸= 0 dividieren:

ac

bc
=

ac : c

bc : c
=

a

b

Beispiel 6.3 � Kürze mit 9:
27

18
=

� Kürze mit (-4):
32

16
=

Bem.: � Ein Bruch heisst vollständig gekürzt ⇔

� Da wir nur, wirklich nur, ausschliesslich nur und nichts an-
deres als gemeinsame Faktoren kürzen dürfen
empfiehlt es sich für ein vollständiges Kürzen Zähler und
Nenner vorgängig vollständig in Faktoren zu zerlegen: . . .
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Dazu zur Vorbereitung die folgende Aufgaben:

Aufgaben 6.3 � Repetiere unsere Teilbarkeitsregeln:

� Wiederhole an einem Beispiel den Eukildschen Algo-
rithmus und überlege dir seine Anwendung im Bruch-
rechnen:
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Beispiel 6.4 Kürze vollständig:

�

32

8
=

�

18

81
=

�

144

24
=

�

31

17
=

�

ab

bc
=

�

a+ b

b− c
=

�

5a+ 15b

a+ 3b
=

�

16a2 + 12ab

3b+ 4a
=

�

2a3b2c− 4a2b

8ac− 4bc2
=

�

3abc · 6bcd · 24cde
8efg · 16ad · 9ace

=

Algebra-Aufgaben: Bruchrechnen 2
(Zugehörige Lösungen)
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Aufgaben 6.4 Die folgenden Brüche sind vollständig zu kürzen:

�

105

15
=

�

720

16
=

�

6x3y2

12x4z3
=

�

33a2b3e3

27ab4d3
=

�

9x+ 6

3x
=

�

(a+ b)(a− b)(a2 + b2)(a− b)3

(a+ b)2(a− b)4
=

�

288

96
=

�

589

527
=

�

(2r + 8t)(a+ b)

b+ a)(r + 4t)
=

�

(g + h)(h− g)(g2 + gh)

h+ h)(g − h)
=

7



6.2.1 Welche Zahl ist grösser

Bei naürlichen und ganzen Zahlen können wir mit Hilfe einer . . . . . . . . .
leicht feststellen, welche Zahl grösser, bzw. kleiner ist:

Aufgaben 6.5 Ordne die folgenen Zahlen jeweils der Grösse nach:

� 2, 88, 17, (-2)

� (-3), (-1), 0, -7

� 37, (-24), (-42), 13, 31

Auch die Brüche lassen sich auf einer Zahlengerade der Grösse nach ordnen,
nur ist es nicht immer einfach, die Brüche auf der Zahlengerade genau zu finden:

Welcher Bruch ist grösser:
23

28
oder

22

27

Wir müssen also zuerst noch definieren, wann zwei Brüche gleich sind und
können dann mit einfachen Überlegungen zwei Vergkeichskriterien formulieren:

Definition 4 (Gleichheit zweier Brüche)

Zwei Brüche heissen gleich :⇔
sie in der vollständig gekürzten Form gleich sind.

Wir betrachten nun zwei Brüche a =
x

y
und b =

r

s
:

� Bei gleichem Nenner ist a grösser als b ⇔

� Bei gleichem Zähler ist a grösser als b ⇔

Da heisst für einen Vergleich zweier Brüche, welche weder den gleichen Nen-
ner noch den gleichen Zähler haben, müssen wir sie zuerst gleichnamig machen:

Definition 5 (Gleichnamig machen)

Zwei Brüche gleichnamig machen heisst :⇔
sie durch erweitern/kürzen auf den gleichen Nenner bringen.
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Beispiel 6.5 Ordne der Grösse nach:

�

3

4
,

7

10

�

10

12
,
21

20
,
18

30

� 1,
16

17

Aufgaben 6.6 Ordne der Grösse nach:

�

4

7
,
3

6
,
2

3

�

−4

7
, −3

6
,

2

−3

�

3

4
,

3

12
,
3

7

�

23

28
,
22

27
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6.2.2 Vom Bruch zum Dezimalbruch und zurück

Von einem Bruch zu seiner Darstellung als Dezimalbruch gelangen wir durch
die schriftliche Division, da wir einen Bruch als eine Divion des Zählers durch
den Nenner interpretieren können:

Beispiel 6.6 Forme um:

�

1

2
= 1 : 2 =

�

9

5
= 9 : 5 =

�

−1

3
=

�

1

−6
=

� −20

9
=

Von einem Dezimalbruch zurück zu einem gewöhnlichen Bruch gelangen wird
durch geschicktes Rechnen:

Wir arbeiten zwei Beispiele gemeinsam durch:

Beispiel 6.7 � 2.25 =
225

100
=

45

20
=

9

4

� 1.12121212︸ ︷︷ ︸
=:x

⇒ 100 · x = 121.212121
x = 1.212121

99 · x = 120

⇔ x =
40

33
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Aufgaben 6.7 Stelle als einen (gewöhnlichen) Bruch dar:

� 3.133

� 8.134134134

� 8.1343434

� 8.134
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6.3 Das Rechnen mit Brüchen

Beim Rechnen mit Brüchen kommen die gleichen Verknüpfungen zur Anwen-
dung und gelten die gleichen Gesetze wie beim Rechnen mit den natürlichen
und ganzen Zahlen.

Aufgaben 6.8 Repetiere die Verknüpfungen und deren Gesetzmässigkei-
ten.

6.3.1 Die Addition und Subtraktion

Definition 6 (Addition zweier Brüche)

Zwei Brüche werden addiert :⇔
in der gleichnamigen Form nur die Zähler addiert werden
(der gemeinsame Nenner bleibt erhalten).
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Beispiel 6.8 Rechne:

�

1

7
+

3

7
=

�

1

3
+ 1 =

�

1

2
+

1

3
=

�

2

3
+

−3

4
=

�

a

2
+

−3a

4
+

6a2

8
=

�

1

abcd
+

−2

abc
+

3

−ab
+

−4

−a
=

Für das Gleichnamigmachen empfiehlt es sich, den Hauptnenner, als den
kleinsten gemeinsamen Nenner zu bestimmen, um den Zähler möglichst klein
zu halten.
Dafür können wir das kgV anwenden.

Aufgaben 6.9 Repetiere die Begriffe kgV und ggT und deren Bestimmung.
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Aufgaben 6.10 Rechne:

�

a

2
+

a

3
− a

4
=

�

2a

16
+

3a

4
− 5a

24
=

�

7a2

2a
+

3(2a+ 5)

2a
− 6a+ 15

2a
− 6a2

2a
=

�

5x2

4x
+

2x+ 3

2x
− 1

x
=

�

5x− 1

4x2
+

1− 5x

2x3
− 5x2 + x

6x
=

Wir müssen noch definieren:

Definition 7 (Die Subtraktion zweier Brüche)

Zwei Brüche werden subtrahiert :⇔
in der gleichnamigen Form nur die Zähler subtrahiert werden
(der gemeinsame Nenner bleibt erhalten).

Algebra-Aufgaben: Bruchrechnen 3
(Zugehörige Lösungen)
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6.3.2 Die Multiplikation

Definition 8 (Die Multiplikation zweier Brüche)

Zwei Brüche werden multipliziert :⇔
Zähler · Zähler und Nenner · Nenner gerechnet wird

a

b
· c
d
=

a · c
b · d

=
ac

bd
.

Beispiel 6.9 Rechne:

�

3

7
· 2
5
=

�

a7

7b3
· 21b
r5

=

� 5 · 3
4
=

�

a

b2
· c

a2
· b

c3
=

Aufgaben 6.11 Rechne

� (a+ b6) · 2w
b5

=

�

1

2
· 2
3
· 3
4
· 4
5
· 5
6
· 6
7
=

�

15

3a2
4(a− b)5

5a(a+ b)6
9a6(a+ b)7

8(a− b)6
=

15



6.3.3 Die Divison

Definition 9 (Die Division zweier Brüche)

Zwei Brüche werden diviert :⇔
der Dividend mit dem Kehrwert des Divisors multipliziert wird

a

b
:
c

d
=

a

b
· d
c
=

ad

bcdi
.

Beispiel 6.10 Rechne:

�

12

21
:
4

63
=

�

8q7t2

49r5
:

(
2q2t

7r

)3

=

�

15x

8y3
:

(
25x2

4y3
· 2y

3x4

)
=

�

25

12
15

4

=

Für einen Doppelbruch wollen wir noch die folgende Regel festhalten:

a

b
c

d

=

16



Aufgaben 6.12 Rechne:

�

6a4b2

5c
· b2

3a2c
− 15ab3

6c2
:

a

2cb
=

�

1

3a
− 2

5a
+

3

a(
6

5
b

)2 :

5b2

3a(
3b

a

)2 =

Algebra-Aufgaben: Bruchrechnen 4
(Zugehörige Lösungen)

Algebra-Aufgaben: Bruchrechnen 5
(Zugehörige Lösungen)
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6.4 Meine Zusammenfassung

18


	Die rationalen Zahlen
	Einleitung
	Erweitern & Kürzen
	Welche Zahl ist grösser
	Vom Bruch zum Dezimalbruch und zurück

	Das Rechnen mit Brüchen
	Die Addition und Subtraktion
	Die Multiplikation
	Die Divison

	Meine Zusammenfassung


