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6 Die rationalen Zahlen

6.1 Einleitung

So wie wir die Subtraktion als die Umkehrung der Addition kennengelernt ha-
ben, wissen wir bereits, dass die Division die Umkehrung der Multiplikation ist.
Diese Umkehrungen erméglichen uns z.B. Gleichungen zu l6sen:

a+2 = 8 & a=
3—b = 12 & b=
c—7 = (-13) & c¢=
9+d = 2 & d=
e-2 = 0 & e=
5.-f = 135 & f=
g-0 = 12 & g=
8-h = 3 & h=

wobei wir bei mit unseren Zahlen
den natiirlichen Zahlen ...
und
den ganzen Zahlen ...

als Losungen schon bei einfachen Gleichungen schnell an unsere Grenzen
stossen.

Wir brauchen eine Menge neuer Zahlen, mit welchen wir den Einsatzbereich
der Mathematik wesentlcih vergréssern konnen

Das Rechnen mit den Elementen dieser Menge

und deren Eigenschaften wollen wir im Folgenden besprechen.



Definition 1 (Der (gewdhnliche) Bruch)

a
Ein (gewdhnlicher) Bruch ist ein Term von folgender Form: b
mit ac ...... und a heisst
be ...... und b heisst
Bem.: e Die Dezimalbriiche

e Die Gemischten Briiche

Fiir einen (ersten) Einblick in die Verwendung rationaler Zahlen wollen wir
die 1. Aufgabenserie gemeinsam besprechen:

Algebra-Aufgaben: Bruchrechnen 1
(Zugehorige Losungen)

Meine ersten Erkenntnisse aus der Aufgabenserie Bruchrechnen 1


https://ronaldbalestra.ch/dokumente/untergymnasium/algebra/6_rationalezahlen/aufgaben/Aufg1.pdf
https://ronaldbalestra.ch/dokumente/untergymnasium/algebra/6_rationalezahlen/loesungen/Loesungen1.pdf

Im Folgenden werden wir uns nun mit dem Rechnen mit diesen Briichen
beschiftigen ...

6.2 Erweitern & Kiirzen

Fiir spiater Anwendungen miissen wir die Briiche gelegentlich passend machen.
Dabei wird die Darstellung des Bruches geéndert, der Wert des Bruches bleibt
aber gleich.

Das werden wir durch das Erweitern & Kiirzen erreichen:

Definition 2 (Erweitern)

Einen Bruch erweitern heisst
Zéahler und Nenner mit demselben Faktor # 0 multiplizieren:

a a-cC ac

b b-c b

1
Beispiel 6.1 . T3 11

-2 (=2)-(=5) 10

Aufgaben 6.1 Formuliere mit deinem Banknachbarn zwei eigene Beispiele:

Aufgaben 6.2 Bestimme jeweils den fehlenden Zihler/Nenner:

7 35 Tqr  Tqr?
o — = — ° _
3 28qr?
. 16 22ryz —44xy?23
39 * T3 T
5a B N 3a _
' 16b% 4a+b)  —A(a+b)?



Beispiel 6.2 Wir wollen noch die folgenden vier Beispiele besprechen:

120 12+
56

, 120 24ab
56 15ab

. 120 —24a?
50
32

® — = —
16 2

Definition 3 (Kiirzen)

Einen Bruch kiirzen heisst
Zéhler und Nenner durch denselben Divisor # 0 dividieren:

ac ac:c a

be  beic b
s .. . 27
Beispiel 6.3 o Kiirze mit 9: i
32
K.. .t -4 : E—
e Kiirze mit (-4) 16
Bem.: e Ein Bruch heisst vollstindig gekiirzt <

e Da wir nur, wirklich nur, ausschliesslich nur und nichts an-

deres als gemeinsame Faktoren kiirzen diirfen

empfiehlt es sich fiir ein vollsténdiges Kiirzen Zahler und
Nenner vorgéngig vollstdndig in Faktoren zu zerlegen: ...



Dazu zur Vorbereitung die folgende Aufgaben:

Aufgaben 6.3 o Repetiere unsere Teilbarkeitsregeln:

o Wiederhole an einem Beispiel den Fukildschen Algo-
rithmus und dberlege dir seine Anwendung im Bruch-
rechnen:



Beispiel 6.4 Kiirze vollsténdig:
32 _
T

18
e — —

81

144
24

5a +15b
a+3b

16a2 + 12ab B
3b+4a

2a3b%c — 4a?b _
8ac — 4bc2

. 3abc - 6bed - 24cde

8efg - 16ad - Yace

Algebra-Aufgaben: Bruchrechnen 2
(Zugehérige Losungen)
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Aufgaben 6.4 Die folgenden Briiche sind vollstandig zu kiirzen:

105
e — =
15
720 _
16

61’31/2
o — —
122423

33a%b%e?
[ ] =

27ab*d3

9x+6
3z

. (a+0b)(a—"0b)a®+b*)(a—0b)3 _

(a+b)*(a—0b)*

288 _
96

589
527

(2r + 8t)(a + b)

b+ a)(r+ 4t)

(g+h)(h—g)(g> +gh)
h+h)(g—h)




6.2.1 Welche Zahl ist grosser

Bei naiirlichen und ganzen Zahlen kénnen wir mit Hilfe einer ... ... ...
leicht feststellen, welche Zahl grosser, bzw. kleiner ist:

Aufgaben 6.5 Ordne die folgenen Zahlen jeweils der Grisse nach:
e 2 88 17, (-2)

o (-3), (-1), 0, -7
o 37, (-24), (-42), 13, 31

Auch die Briiche lassen sich auf einer Zahlengerade der Grosse nach ordnen,
nur ist es nicht immer einfach, die Briiche auf der Zahlengerade genau zu finden:

. 2 22
Welcher Bruch ist grosser: 2 oder >

Wir miissen also zuerst noch definieren, wann zwei Briiche gleich sind und
konnen dann mit einfachen Uberlegungen zwei Vergkeichskriterien formulieren:

Definition 4 (Gleichheit zweier Briiche)

Zwei Briiche heissen gleich :&
sie in der vollstiandig gekiirzten Form gleich sind.

T r
Wir betrachten nun zwei Briiche ¢ = — und b = —:
y s

e Bei gleichem Nenner ist a grosser als b <

¢ Bei gleichem Zahler ist a grosser als b <
Da heisst fiir einen Vergleich zweier Briiche, welche weder den gleichen Nen-
ner noch den gleichen Zihler haben, miissen wir sie zuerst gleichnamig machen:

Definition 5 (Gleichnamig machen)

Zwei Briiche gleichnamig machen heisst &
sie durch erweitern/kiirzen auf den gleichen Nenner bringen.




Beispiel 6.5 Ordne der Grosse nach:

i
' 10

= w

10 21 18
o —. = 22
127 207 30

16
i

Aufgaben 6.6 Ordne der Grdosse nach:

4 3 2
« = 2 2
7673
-4 3 2
« . 2 %
76 -3
3 3 3
o« 2 =2 2
47127 7
23 22
o 2 22
287 27



6.2.2 Vom Bruch zum Dezimalbruch und zuriick

Von einem Bruch zu seiner Darstellung als Dezimalbruch gelangen wir durch
die schriftliche Division, da wir einen Bruch als eine Divion des Zihlers durch
den Nenner interpretieren kénnen:

Beispiel 6.6 Forme um:

1
2

ul| ©

Von einem Dezimalbruch zuriick zu einem gewdhnlichen Bruch gelangen wird
durch geschicktes Rechnen:

Wir arbeiten zwei Beispiele gemeinsam durch:

Beispiel 6.7

e 225 = —

e 1.12121212
| iy m—

T

225 45 9
100 20 4
= 100-2z = 121.212121
r = 1.212121
99.-z = 120
- 40
==
33

10



Aufgaben 6.7 Stelle als einen (gewdhnlichen) Bruch dar:
e 3.133

e 8.134134134

e 8.1343434

e 8.134

11



6.3 Das Rechnen mit Briichen

Beim Rechnen mit Briichen kommen die gleichen Verkniipfungen zur Anwen-
dung und gelten die gleichen Gesetze wie beim Rechnen mit den natiirlichen
und ganzen Zahlen.

Aufgaben 6.8 Repetiere die Verkniipfungen und deren Gesetzmidissigkei-
ten.

6.3.1 Die Addition und Subtraktion

Definition 6 (Addition zweier Briiche)

Zwei Briiche werden addiert :&<
in der gleichnamigen Form nur die Zéhler addiert werden
(der gemeinsame Nenner bleibt erhalten).

12



Beispiel 6.8 Rechne:

°« =+

1 -2 3 —4
[ ] —_— —_— —_— =

abed  abec —ab —a

Fiir das Gleichnamigmachen empfiehlt es sich, den Hauptnenner, als den
kleinsten gemeinsamen Nenner zu bestimmen, um den Z#hler moglichst klein
zu halten.

Dafiir kénnen wir das kgV anwenden.

Aufgaben 6.9 Repetiere die Begriffe kgV und ggT und deren Bestimmunyg.

13



Aufgaben 6.10 Rechne:

c 0.
2 3

a
4

2a n 3a  ba
o — _—— — =
16 4 24

E+3(2a+5) _ 6a+15  6a®
2a 2a 2a 2a

522 2z+3 1
o — 1 —
4x 2x T

5x—1+1—5x 522 + x
[ f—
422 23 6x

Wir miissen noch definieren:

Definition 7 (Die Subtraktion zweier Briiche)

Zwei Briiche werden subtrahiert :&
in der gleichnamigen Form nur die Zéhler subtrahiert werden
(der gemeinsame Nenner bleibt erhalten).

Algebra-Aufgaben: Bruchrechnen 3
(Zugehérige Losungen)

14


https://ronaldbalestra.ch/dokumente/untergymnasium/algebra/6_rationalezahlen/aufgaben/Aufg3.pdf
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6.3.2 Die Multiplikation

Definition 8 (Die Multiplikation zweier Briiche)

Zwei Briiche werden multipliziert :&
Zéhler - Zdahler und Nenner - Nenner gerechnet wird

a-c ac

b-d bd

¢
d

S e

Beispiel 6.9 Rechne:

Aufgaben 6.11 Rechne

2
. (a+b6)-b—lsu=

Wl o
o

N —
Ot o~

[« 3
|
|

* 342 S5a(a +b)8  8(a —b)S

15 4(a—b)° 9a5(a+0b)"

15



6.3.3 Die Divison

Definition 9 (Die Division zweier Briiche)

Zwei Briiche werden diviert :&
der Dividend mit dem Kehrwert des Divisors multipliziert wird

Beispiel 6.10 Rechne:
124
2163

, 8at (2% :
4975 "\ 1 )

1w (Bt )
8y3 "\ 4y3  3xt)

NE=ixk:

Fiir einen Doppelbruch wollen wir noch die folgende Regel festhalten:

SHENSHES

16



Aufgaben 6.12 Rechne:
6a*b? b2 15ab3_ a

5¢  3a’c  6¢2  2cbh

Algebra-Aufgaben: Bruchrechnen 4
(Zugehérige Losungen)

Algebra-Aufgaben: Bruchrechnen 5
(Zugehérige Losungen)
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6.4 Meine Zusammenfassung

18
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