Drerecke

Geometrie
Kapitel 2

Gymnasiale Unterstufe

rB
UG Dreiecke

das Skript

Ronald Balestra
CH - 8046 Ziirich

www.ronaldbalestra.ch

18. August 2024


https://ronaldbalestra.ch/

zur Homepage

zZur Ubersicht Geometrie

’: @
z“z’ g?f“
R
‘Ozb ‘xbb
Fodet et
moo‘?go‘ ‘.
rp §.

z UG Geometrle *.?
*0 X

30z

0&0

o}

zur Ubersicht Untergymnasium

0

j :§0 0 coad
§,§ : .§',§ %
:z . 00 . Aaad .:i

8,505 1,§Z§z:‘.§g‘, R
* * o *

oo oo 9990

oAy i
SREE

00 .

303 o Untergymnasmm ?oé:

0

zu den Dreiecken

T
Ok 40

23

;i”"x 3 %:% iix
n *rp

... « 3o, UG Geometrie
fi ,f?. Dreiecke 3
T 33
..iiz'; §§ PR
o :% B g b
3% t3
b 3 25 e 8

(&) s aiind
“»’ ’.2 - 0330300300

zu den Aufgaben & Losungen

.‘z.z‘{g
33 o
@ ..f sl

.x; zz' §°:.... EX

» ’2
’g ‘i’ ;”~§~ §3§ 3 ~‘::."i i.i.. gi% i
Bn

bt X3 2U(; Dreiecke

§ ;i ¢ ‘Aufgnben&Losungeni

§§ 3 i, 3 ot g o

i RO 0 o

“? ..,:.
RN .§;..§.
@ ::z§ %X °.z.":. °§

22


https://ronaldbalestra.ch/
https://ronaldbalestra.ch/untergymnasium/
https://ronaldbalestra.ch/untergymnasium/geometrie/
https://ronaldbalestra.ch/untergymnasium/geometrie/2dreiecke/
https://ronaldbalestra.ch/dokumente/untergymnasium/geometrie/2_dreiecke/Theorie.pdf
https://ronaldbalestra.ch/untergymnasium/geometrie/2dreiecke/aufgaben-loesungen/

Uberblick iiber die bisherigen GEOMETRIE - Themen:

1 Einfiirung in die Geometrie Grundlagen Teil 1

1.1 Ein kurzer historischer Uberblick
1.2 Priagende Personlichkeiten

1.3 Warum Geometrie 7

1.4 Punkt, Strecke, Strahl & Gerade
1.5 Das Geodreieck

1.6 Der Zirkel

1.7 Winkeleigenschaften

ggb-Begleitmaterial zum 1.Teil der Einfiihrung

Einfiirung in die Geometrie Grundlagen Teil 2

1.8 Winkelkonstruktionen - ein selbstindiges Erarbeiten

1.9 Das regelmaissige 5-Eck & seine Winkel
eine Lernaufgabe mit Hilfe von Wikipedia

1.10 Das Billardspiel
1.11 Abstandsbestimmungen

1.12 Korper,
mit einer Lernwerkstatt zu den Platonischen Korper

1.13 Wo bin ich? Koordinatensysteme

II


https://ronaldbalestra.ch/untergymnasium/geometrie/einfuehrung-in-die-geometrie/
https://ronaldbalestra.ch/untergymnasium/geometrie/einfuehrung-in-die-geometrie/geogebra/
https://ronaldbalestra.ch/dokumente/untergymnasium/geometrie/grundlagen/Theorie_Teil2.pdf
https://ronaldbalestra.ch/dokumente/unterrichtsformen/lernaufgaben/ug_5eck/Lernaufgabe_5Eck.pdf
https://ronaldbalestra.ch/dokumente/untergymnasium/geometrie/grundlagen/werkstatt/UG-Werkstatt.pdf

Inhaltsverzeichnis

2 Das Dreieck 1
2.1 Grundbegriffe und Notationen im & am Dreieck . . . . . . . . .. 2
2.1.1 In- & Ankreise . . .. ..o o 8
2.2 Der Feuerbachkreis & die Eulergerade . . . . ... ... ... .. 11
2.3 Spezielle Dreiecksformen . . . . . . .. ..o o000 14
2.3.1  Gleichschenklige Dreiecke . . . . . ... ... ... .... 14
2.3.2  Gleichseitige Dreiecke . . . . .. ... oL 0oL 15
2.3.3  Spitz-, stumpf- & rechtwinklige Dreiecke . . . . . . . . .. 16
2.4 Das rechtwinkligen Dreieck
seine Notationen & Eigenschaften . . ... ... ... ... ... 18
2.5 Geometrische Orte & weitere Dreieckskonstruktionen . . . . . . . 25
2.6 Die Kongruenzsétze und
weitere Konstruktionsaufgaben . . . . ... ... ... ... 28
2.7 Meine Zusammenfassung . . . . . . . ... ... 38

11



2 Das Dreieck

Wir werden uns in diesem Kapitel mit einer fiir die Geometrie sehr zentralen
Figur auseinandersetzen:

dem Dreieck

Die grosse Bedeutung des Dreiecks liegt darin, dass sich jede geradlinig be-
grenzte Figur in Dreiecke zerlegen lisst (Triangulation) und wir davon ausge-
hend von den Eigenschaften der Teildreiecke auf die Eigenschaften der urspriing-
lichen geometrischen Figur schliessen kénnen.

Eine solche Anwendung kennen wir schon:

Warum ist die Winkelsumme in einem Viereck 3600 ?

Wir werden uns vorerst weniger mit solchen Schlussfolgerungen beschéfti-
gen, als mehr mit den Grundbegriffen am und im Dreieck.
Die iiblichen Notationen und die einem Dreieck zugehorigen geometrischen Grossen
werden wir kennenlernen und ebenso deren Konstruktionen besprechen. Das be-
deutet, dass unsere Geschicklichkeit im Umgang mit Geodreieck & Zirkel wieder
gefragt ist.
Zu den Konstruktionen gehoren auch die speziellen Dreiecksformen. Ebenso das
Konzept der geometrischen Orte, wo die Mengenlehre und die Konstruktion von
Mengen eine gemeinsame Anwendung finden und fiir die Dreieckskonstruktio-
nen sehr hilfrecih sein wird.
Den Abschluss bildet die Diskussion, unter welchen Bedingungen wir Dreiecke
eindeutig konstruieren kénnen. Dies fiihrt uns dann auf die Kongruenzsdtze

In den Aufgabenserien geht es dann mehrheitlich um das Konstruieren von
Dreiecken und auch wieder um Winkelberechnungen. Im Zusammenhang mit
den Losungen der Konstruktionen werden wir wieder mit der freeware GeoGe-
bra arbeiten.

Dazu folgender Link:

ICT am UG

Einfihrung in GeoGebra

Geometrie - Grundlagen

Ronald Balestra
CH - 8046 Ziirich

www.ronaldbalestra.ch


https://ronaldbalestra.ch/dokumente/informatik/geogebra/GeoGebra_Geometrie_Grundlagen.pdf

2.1 Grundbegriffe und Notationen im & am Dreieck

Wir werden die Grundbegriffe am Dreiecke definieren und die zugehorigen ibli-
chen Notationen einfithren. Insbesondere werden wir auch deren Konstruktionen
besprechen.

e die Hohe h,
ist definiert als der Abstand der Ecke C' zur Seite ¢

und wird wie folgt konstruiert: L zu ¢ durch C'

e die Winkelhalbierende ...

ist definiert als

und wird wie folgt konstruiert:



e die Seitenhalbierende ...

ist definiert als

und wird wie folgt konstruiert:

e die Mittelsenkrechte ...

ist definiert als

und wird wie folgt konstruiert:



Aufgaben 2.1 Wenn du mit GeoGebra arbeitest:
Verwende fiir jede der folgenden Aufgaben ...

e cin neues ggb-file,
o stelle die gegebenen Dreiecke in blauer Farbe dar

e und die Lisungen jeweils in einer anderen Farbe.

e Konstruiere alle Winkelhalbierenden:

Wir stellen fest:

Untersuche weiter ...

o Miss mehrere Abstédnde von den Schenkeln zur jeweiligen Winkelhal-
bierenden.

o Miss die Absténde des Schnittpunktes zu den Seiten.



o Konstruiere alle Hohen:

Wir stellen fest:



e Konstruiere alle Seitenhalbierenden/Schwerlinien:

Wir stellen fest:

Untersuche weiter ...

o die Absténde auf den Seitenhalbierenden/Schwerlinen vom Schwer-
punkt zur Seitenmitte, bzw zur Dreiecksecke.



o Konstruiere alle Mittelsenkrechten:

Wir stellen fest:

Untersuche weiter ...

o die Abstinde vom Schnittpunkt zu den Ecken des Dreiecks.



2.1.1 In- & Ankreise

Den Inkreissatz, mit welchem die Konstruktion den Inkreises beschrieben wird,
kennen wir schon:

Satz 1 (Der Inkreissatz)

Konstruiere den Inkreis:

e Fiir den Ankreis soll gelten:

Der Ankreis soll eine Dreiecksseite von aussen und die Verldnge-
reungen der beiden anderen Seiten beriihren.

e Und den Mittelpunkt finden wir ...

Wir kénnen somit den Ankreissatz wie folgt formulieren:

Satz 2 (Der Inkreissatz)



Aufgaben 2.2 Konstruiere
o den In- & Umbkreis,
e alle Ankreise

und zeiche alle Beriihrungsradien ein.




Wir schliessen mit einer wichtigen Aussage:

Satz 3 (Die Dreiecksungleichung)
In jedem Dreieck ist die Summe der Linge zweier Seiten griosser

als die Linge der dritten Seite.
d.h.: Es gilt folgendes:

Aufgaben 2.3 Finde ein Beispiel, wo zwei Ungleichungen erfillt sind, das
Dreieck aber nicht konstruierbar ist.

Aufgaben 2.4 Beweise den Satz geometrisch
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2.2 Der Feuerbachkreis & die Eulergerade

Die folgende Aufgabe soll euch erméglichen, eure eigene Genauigkeit selber zu
iiberpriifen, in dem ihr folgendes konstruiert:

Aufgaben 2.5 Gebe dir ein beliebiges Dreieck AABC vor und konstruiere

e alle Seitenmitten M,, My und M.,

alle Hohenfusspinkte H,, H, und H.,

den Hohenschnittpunkt H,

den Schwerpunkt S.

auf der néichsten Seite geht’s weiter ...

11



Deine Konstruktionsgenauigkeit kannst du nun selber iiberpriifen:

1. Alle Seitenmitten und Hohenfusspunkte liegen auf einem Kreis,
dem Feuerbachkreis

Er hat noch eine weitere Eigenschaft, die du selber herausfinden kannst:
Konstruiere dazu die Strecken zwischen den Ecken des Dreiecks AABC
und dem Hohenschnittpunkt und schneide sie mit dem Feuerbachkreis.
Was fillt auf:

2. Der Hohenschnittpunkt, der Schwerpunkt und der Mittelpunkt des Feu-
erbachkreises liegen auf einer Geraden,

der Eulergeraden

Sie hat noch eine weitere Eigenschaft, die du ebenfalls selber herausfinden

kannst:
Konstruiere dazu den Umkreis des Dreiecks AABC.
Was fillt auf:

Links ...

e zur Theorie von Michael Holzapferl

e zu einer ggb - Losung
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http://www.michael-holzapfel.de/themen/euler-feuerbach/euler-fb.htm
https://ronaldbalestra.ch/untergymnasium/geometrie/2dreiecke/loesungen-zu-den-theorieaufgaben/

Aufgaben 2.6 Gebe dir ein beliebiges Dreieck AABC vor.
Konstruiere den Inkreis, den Umkreis, den Feuerbachkreis
und einen beliebigen Ankreis.
Als zusdtzliche Anwendung von GeoGebra:
Verwende verschiedene Farben und fiihre Kontrollkédstchen
ein.
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2.3 Spezielle Dreiecksformen

2.3.1 Gleichschenklige Dreiecke

Definition 1
Ein Dreieck heisst gleichschenklig :<

Aufgaben 2.7 Skizziere € konstruiere mit ultrakurzem Losungsbericht ein
gleichschenkliges Dreieck AABC mit mit a = b = Tem und
v =700,

Eigenschaften:
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2.3.2 Gleichseitige Dreiecke

Definition 2
Ein Dreieck heisst gleichseitig :<

Aufgaben 2.8 Skizziere & konstruiere mit ultrakurzem Losungsbericht ein
gleichseitiges Dreieck AABC mit a = b= c = 9cm.

Eigenschaften:

15



2.3.3 Spitz-, stumpf- & rechtwinklige Dreiecke

Aufgaben 2.9 Definiere die obigen Dreieckstypen und konstruiere je ein
zugehoriges Beispiel.

Definition 3
Ein Dreieck heisst spitzwinklig :<

Ein Dreieck heisst stumpfwinklig :&

Ein Dreieck heisst rechtwinklig <

16



Aufgaben 2.10 Gegeben ist ein Dreieck AABC mit o = 90°.
Weiter liegen die Punkte D und E so auf der Seite a, dass
gilt: CA=CD und BA= BE.

o Skizziere die Situation.

e Konstruiere ein Dreieck AABC ,welches die obigen
Bedingungen erfillt.

o Mit ultrakurzem Ldosungsbericht.

o Berechne den Winkel ZDAFE.

Geometrie-Aufgaben: Dreiecke 1
(Zugehérige Losungen)
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https://ronaldbalestra.ch/dokumente/untergymnasium/geometrie/2_dreiecke/aufgaben/Aufg1.pdf
https://ronaldbalestra.ch/dokumente/untergymnasium/geometrie/2_dreiecke/aufgaben/Loesungen1.pdf

2.4 Das rechtwinkligen Dreieck
seine Notationen & Eigenschaften

Skizziere ein beliebiges rechtwinkliges Dreieck:
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Aufgaben 2.11 Fine kleine Anwendung: (mit den iblichen Bezeichnungen)

Wird der rechte Winkel v so in o und B zerlegt,
dass B an a und o an b liegt, so entsteht die
Seitenhalbierende s...

e Konstruiere die Situation mit Hilfe von /— Verschie-
bungen und messe nach.

e Kontrolliere mit Hilfe der Konstruktion der Seiten-
halbierenden.

e Beweise rechnerisch: z.7. ist: AM, = BM,

19



Aufgaben 2.12 Konstruiere iber der folgenden Hypotenuse mehrere recht-
winklige Dreieck:

Was lisst sich vermuten?

Diese Eigenschaft wird in folgenden Satz zusammengefasst:

20



Es gilt auch die Umkehrung des Satzes von Thales:
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Aufgaben 2.13 Konstruiere ein rechtwinkliges Dreieck AABC

1. mit einer Hypotenuse von 8cm und einer Hohe von
3em,

2. mit einer Hypotenuse von 6cm und einem Winkel o =
330,

Geometrie-Aufgaben: Dreiecke 2
(Zugehérige Losungen)

22


https://ronaldbalestra.ch/dokumente/untergymnasium/geometrie/2_dreiecke/aufgaben/Aufg2.pdf
https://ronaldbalestra.ch/dokumente/untergymnasium/geometrie/2_dreiecke/aufgaben/Loesungen2.pdf

Aufgaben 2.14 Wir gehen von einem beliebigen, gleichschenkligen AABC

mit der Spitze C aus.
Weiter schneidet w, die Seite a in D und das Lot zu wq

durch D schneidet AB in E.

o Skizziere die Situation.

o Konstruiere das Dreieck AABC, mit Losungsbericht.

e Berechne den Winkel ZDAE.
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Wir bauen unsere Aufgabe 2.10 weiter aus:

Aufgaben 2.15 Gegeben ist ein Dreieck AABC mit oo = 90°.
Weiter liegen die Punkte D und E so auf der Seite a, dass
gilt: CA=CD und BA= BE.

Skizziere die Situation.

Konstruiere ein Dreieck AABC ,welches die obigen
Bedingungen erfillt.

Mit ultrakurzem Losungsbericht.

Berechne den Winkel ZEAD.

Berechne die Winkel ZAED und ZADE in
Abhdingigkeit von 3.

Wie gross muss (3 sein, damit das Dreieck AADE
gleichschenklig wird, mit DE als Basis?

24



2.5 Geometrische Orte & weitere Dreieckskonstruktionen

Bei den bisherigen Konstruktionen haben wir Figenschaften geschnitten. Diese
Vorgehensweise liasst sich auch mengentheoretisch erkldren und fiihrt uns auf
den Begriff des

Geometrischen Ortes,

einer Menge von Punkten mit spezifischen Eigenschaften.
Durch das Schneiden Geometrischer Orte entstehen Mengen, deren Elemente

Punkte, Geraden, ...sind, welche die Eigenschaften aller beteiligten geometri-
schen Orte besitzen:

e Die Menge aller Punkte, welche von einem Punkt P einen konstanten
Abstand d haben ...

e Die Menge aller Punkte, welche von einer Gerade g einen konstanten Ab-
stand d haben ...

e Die Menge aller Punkte, welche eine gegebene Strecke AB unter einem
90°-Winkel sehen . ..

e Die Menge aller Punkte, welche mit dem Endpunkt einer Strecke AB
verbunden und der Strecke selber einen festen Winkel « einschliessen . . .

Aufgaben 2.16 Untersuche die Konstruktion des Ankreises auf die Verwen-
dung von Geometrische Orte.

25



Beispiel 2.1 Konstruiere ein Dreieck AABC, mit
¢=8cm, he = 5cm und o = 35°

und diskutiere die geometrischen Orte.

26



Beispiel 2.2 Konstruiere ein Dreieck AABC, mit
b=6cm, ¢ ="Tcm und h, = 4em

und diskutiere die geometrischen Orte.

Geometrie-Aufgaben: Dreiecke /

27


https://ronaldbalestra.ch/dokumente/untergymnasium/geometrie/2_dreiecke/aufgaben/Aufg4.pdf

2.6 Die Kongruenzsitze und
weitere Konstruktionsaufgaben

Wir beginnen als Einstieg mit folgenden Konstruktionen:

Aufgaben 2.17 Konstruiere das Dreieck AABC' mit

a=4cm, b=6cm und c="Tcm

Aufgaben 2.18 Konstruiere das Dreieck AABC' mit

a=4em, b=6cm und o = 38°

28



Wir haben bei mehreren Aufgaben aber auch festgestellt, dass die geforder-
ten Bedingungen an ein Dreieck nicht-hinreichend sind (Geometrie-Aufgaben:
Dreiecke 2, Aufg 1), um es eindeutig oder {iberhaupt konstruieren zu kénnen.

Nicht-hinreichende Angaben fiir die Konstruktion eines eindeutig bestimm-
ten Dreiecks sind z.B. die Angaben von

Hinreichend sind z.B. die Angaben von 3 Seitenléngen.

Aufgaben 2.19 Formuliere ein eigenes Beispiel und konstruiere es.
(mit Losungsbericht)

29


https://ronaldbalestra.ch/dokumente/untergymnasium/geometrie/2_dreiecke/aufgaben/Aufg2.pdf
https://ronaldbalestra.ch/dokumente/untergymnasium/geometrie/2_dreiecke/aufgaben/Aufg2.pdf

Wir stellen fest:

und fassen unsere Erkenntnis im 1. Kongruenzsatz zusammen:

1. Kongruenzsatz:

Zwei Dreiecke sind zueinander kongruent,
falls sie in den Grossen aller Seiten iibereinstimmen.

Weitere hinreichende Bedingungen zur Konstruktion von (bis auf Kongru-
enz) eindeutig bestimmten Dreiecke sind in den folgenden Aussagen enthalten:

2. Kongruenzsatz: Zwei Dreiecke sind zueinander kongruent,

... falls sie in den Léngen zweier Seiten und der Grosse des Zwi-
schenwinkels iibereinstimmen.

3. Kongruenzsatz: Zwei Dreiecke sind zueinander kongruent,

. falls sie in den Léngen zweier Seiten und der Grosse des der
lingeren Seite gegeniiberliegendem Winkel iibereinstimmen.

4. Kongruenzsatz: Zwei Dreiecke sind zueinander kongruent,

... falls sie in der Lénge einer Seite und den Grossen zweier Winkel
iibereinstimmen.

30



Aufgaben 2.20 Untersuche die folgenden Aufgaben zuerst auf Kongruenzei-
genschaften und konstruiere anschliessend alle (verschiede-
nen) Dreiecke:

1. a=>5em, b=6cm, v="70°

31



2. a=>5.5em, ¢=5cm, a="T70°

32



3. b=4em, ¢ =6¢cm, B = 35°

33



4. ¢=6cm, a =400, =850

34



5. c=5.5cm, f=55% v=60°

Geometrie-Aufgaben: Dreiecke 3
(Zugehérige Losungen)

35


https://ronaldbalestra.ch/dokumente/untergymnasium/geometrie/2_dreiecke/aufgaben/Aufg3.pdf
https://ronaldbalestra.ch/dokumente/untergymnasium/geometrie/2_dreiecke/aufgaben/Loesungen3.pdf

Aufgaben 2.21 Wir gehen von folgendem Dreieck aus:
AABC mit vy = 90°, ¢ =9cm und a = 5em
1. Konstruiere das Dreieck AABC..

2. Konstruiere die Mittelpunkte My und My der Umkrei-
se von AAM.C und ABCM,.

3. Beweise: MM, 1. CM.,.

4. Untersuche konstruktiv (mit GeoGebra) die Lage des
Schnittpunktes P der Geraden AM; und BMs und
bestimme anschliessend den Winkel ZABP.
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Weitere Typen von Dreieckskonstruktionen werden wir in

Kongruenzabbildungen

Geometrie
Kapitel 3

CGymnasiale Unterstufe

Ronald Balestra
CH - 8046 Ziirich
www.ronaldbalestra.ch

kennenlernen und diskutieren.
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https://ronaldbalestra.ch/untergymnasium/geometrie/3_kongruenzabbildungen/

2.7 Meine Zusammenfassung
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