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Die Lösungsverfahren für Bruchgleichungen

eine Lernaufgabe

Eine elegante Vorgehensweise um die Brüche in einer reinen Bruchgleichung
mit einer Umformung zum Verschwinden zu bringen ist das Multiplizieren über’s
Kreuz:

a

b
=

c

d
⇔ ad = cb ∀a, b, c, d ∈ R\{0}

Mit dieser Umformung lassen sich in einem Schritt aus einer (reinen) Bruch-
gleichung die Brüche eliminieren:

Beispiele :

i.
5

4
=

20

16
⇔ 5 · 16 = 4 · 20

Weitere Beispiele :

ii.
3x

2
=

6

9
⇔ 3x · 9 = 2 · 6

⇔ x =
12

27

⇔ x =
4

9

iii.
17x

5
= 7 + 2x ⇔ 17x = 5 · (7 + 2x)

⇔ 17x = 35 + 10x

⇔ 7x = 35

⇔ x = 5
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Wir wollen das Multipizieren über’s Kreuz noch beweisen:

Beweis:

a

b
=

c

d

||·b⇔ a

b
· b =

c

d
· b

kürzen⇔ a =
cb

d

||·d⇔ a · d =
cb

d
· d ⇔ ad = cb

∀a, b, c, d ∈ R\{0} �

Beachte, dass wir das Multiplizieren über’s Kreuz nur dann anwenden können,
wenn links und rechts vom Gleichheitszeichen jeweils ein Bruch steht. Andern-
falls müssen die Terme beidseitig des Gleichheitszeichens vor der Anwendung
zu einem Bruch zusammengefasst werden:

Beispiel :

iv.
4x− 5

3
− 2x− 1

6
=

x

2
− 1

⇔ 2 · (4x− 5)− (2x− 1)

6
=

x− 2 · 1
2

⇔ 6x− 9

6
=

x− 2

2

⇔ 2 · (6x− 9) = 6 · (x− 2)

⇔ 6x = 6

⇔ x = 1
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Eine weitere Möglichkeit alle Brüche mit einer Umformung zum Verschwin-
den zu bringen ist das beidseitige Multiplizieren mit dem Hauptnenner mit ge-
leichzeitigem Kürzen. Wir wollen diese Vorgehensweise am vorherigen Beispiel
besprechen:

Beispiel :

iv.
4x− 5

3
− 2x− 1

6
=

x

2
− 1 HN = 6

⇔ 2 · (4x− 5)− (2x− 1) = 3 · x− 6 · 1

⇔ 8x− 10− 2x + 1 = 3x− 6

⇔ 3x = 3

⇔ x = 1

Am folgenden Beispiel wollen wir die Lösungsmenge einer Bruchgleichung
genauer untersuchen:

Beispiel :

v.
2− 4x

6− 2x
=

2x + 1

x− 3

⇒ (2− 4x)(x− 3) = (6− 2x)(2x + 1)

⇔
... =

...

⇔ x = 3

Da eine reine Bruchgleichgung vorgegeben ist, sind wir mit dem Lösungs-
ansatz der Multiplikation über’s Kreuz an die Gleichung herangegangen
und erhalten als Lösung x = 3 und somit die Lösungsmenge L = {3}.

Wir können den Wahrheitswert dieser Lösung überprüfen, in dem wir
x = 3 in der ursprünglichen Gleichung einsetzen: . . .

3



Das Einsetzen zeigt uns aber, dass x = 3 keine zulässige Lösung ist.

Es stellt sich die Frage, wo sich diese falsche Lösung in unsere Lösungs-
menge eingeschlichen hat ?

Bei der Multiplikation über’s Kreuz haben wir beidseitig mit (6−2x) und
mit (x − 3) multipliziert. Mit Termen also, welche die Lösungsvariable
beinhalten und somit auch 0 sein können. Dieses beidseitige Multiplizieren
mit einer verstecken Null hat in diesem Beispiel zu einer Gewinnumfor-
mung geführt, d.h. wir haben dadurch eine falsche Lösung hinzugewonnen.
Wir können dieses Problem sehr einfach beheben, indem wir das machen,
was wir bei jeder Aussageform eigentlich machen müssten:

Wir definieren eine Grundmenge.

Im Falle einer Bruchgleichung sprechen wir dann von dem sogenannten
Definitionsbereich D .

Mit D beschreiben also wir die Menge aller zulässigen Elemente der Glei-
chung.
Grundsätzlich arbeiten wir in der Menge der reellen Zahlen R. Nicht-
zulässig sind nun alle diejenigen Elemente aus R, welche eine verbotene
Division durch 0 erzwingen. In unserem Beispiel ist das die 3, was zu fol-
gendem Definitionsbereich führt: D = R\{3}
Da unsere mutmassliche Lösung kein Element aus dem Definitionsbereich
ist, ist sie nicht zulässig und somit auch kein Element aus der Lösungs-
menge. Weil wir bei der beidseitigen Multiplikation mit einer versteckten
Null nur eine falsche Lösung hinzugewinnen aber keine verlieren können,
existiert kein zulässiges Element welches die Gleichung erfüllt und die
Lösungsmenge ist in diesem Beispiel leer.
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Wir wollen ein weiteres Beispiel besprechen:

Beispiel :

vi.
8x2 − 3x− 5

5(x− 1)
=

3x

5

Bevor wir diese Gleichung durch Umformungen vereinfachen, wollen wir
den Definitionsbereich festlegen:
Nicht-zulässig ist x = 1.
(Dieser Wert erzwingt im ersten Bruch eine verbotene Division.)

⇒ D = R\{1}

Unter Beibehaltung des Definitionsbereiches können wir die Gleichung nun
mit Hilfe der Multiplikation über’s Kreuz oder dem beidseitigen Multipli-
zieren mit dem Hauptnenner lösen:

8x2 − 3x− 5

5(x− 1)
=

3x

5

⇔ 8x2 − 3x− 5 = 3x · (x− 1)

⇔
... =

...

⇔ 5x2 − 5 = 0

⇔ 5(x− 1)(x + 1) = 0

⇔ x1,2 = ±1

Wir erhalten zwei (provisorische) Lösungen x1 = −1 und x2 = 1 wovon
jedoch nur eine Lösung auch Element des Definitionsbereiches ist.
Die Lösungsmenge ist somit: L = {−1}

Beachte, dass die Lösungsmenge L immer eine Teilmenge des Definitions-
bereiches D ist: L ⊂ D
Beim Lösen einer Bruchgleichungen, wo die Lösungsvariable auch im Nen-
ner vorkommt, müssen wir also wie folgt vorgehen:

1. Definitionsbereich D bestimmen,

2. die Gleichung vereinfachen,

3. die provisorischen Lösungen mit dem Definitionsbereich vergleichen,

4. die Lösungsmenge bestimmen (und doppelt unterstreichen).
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Beispiele :

vii.
2− 4x

6− 2x
= −2x + 1

3− x
⇒ D = R\{3}

2− 4x

6− 2x
= −2x + 1

3− x

⇔ (2− 4x) · (3− x) = −(2x + 1) · (6− 2x)

⇔
... =

...

⇔ x = 3

Da 3 6∈ D ist, folgt: L = { }.

viii.
x− 1

x− 2
=

x− 2

x− 3
⇒ D = R\{2, 3}

x− 1

x− 2
=

x− 2

x− 3

⇔ (x− 1) · (x− 3) = (x− 2) · (x− 2)

⇔
... =

...

⇔ 0 = 1

Die letzte Gleichung ist widersprüchlich. Somit folgt: L = { }.

ix.
2

x2
=
−3
2x

⇒ D = R\{0}

2

x2
=
−3

2x

⇔ 2 · 2x = (−3) · x2

⇔
... =

...

⇔ x1 = 0 ∨ x2 = − 4
3

Da x1 6∈ D und x2 ∈ D gilt, folgt: L = {−4
3}.
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x.
x

x + 1
=

x2 − x

x2 − 1
⇒ D = R\{−1, 1}

x

x + 1
=

x2 − x

x2 − 1

⇔ x · (x2 − 1) = (x2 − x) · (x + 1)

⇔
... =

...

⇔ x = x

Die letzte Gleichung ist allgemein gültig. Somit folgt: L = D.

xi.
x− 1

3

x + 1
3

= −3 ⇒ D = R\{− 1
3}

x− 1
3

x + 1
3

= −3

⇔ x− 1
3 = (x + 1

3 ) · (−3)

⇔
... =

...

⇔ x = − 1
6

Da − 1
6 ∈ D gilt, folgt: L = {−1

6}.

Eigene Bemerkungen:
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Aufgaben: Bestimme jeweils die Lösungsmenge der folgenden Gleichungen:

1.
14

x− 14
=

x− 14

14

2.
x

2(x− 6)
+

1

2
=

3

x− 6

3.
x

4x2 − 20x + 25
− 1

4x− 10
+

10

4x2 − 25
= 0
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4. 2x ·

 3x

2
− 2

3x
3x− 2

3

− 3x− 5

2x− 3

 = 1 +
6x

2x− 3
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5.
x + 10

x2 − 10x
+

x + 5

x2 − 5x
=

x

x2 − 15x + 50
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