Analysis-Aufgaben: Differentialgleichungen 5

Eine Lernaufgabe

zu den reellwertigen Lésungen einer gewohnlichen, linearen und ho-
mogenen Differentialgleichung zweiter Ordnung mit konstanten Ko-
effizienten, deren charkteristisches Polynom komplexe Wurzeln hat.

e Notwendige Vorkenntnisse:
— mathematische Begriffsbildung,
(obigen Text solltest du verstehen!)
— Potenzgesetze,

— Quadratischen Gleichungen:
Begriffe und Losungsformel,

— komplexe Zahlen:
Definition und Darstellung, Euler’sche Formel,

Eigenschaften der Losungen einer Differentialgleichung,

Wir beginnen mit der allgemeinen Darstellung einer gewohnlichen, linearen
und homogenen Differentialgleichung zweiter Ordnung;:

Wenn die zwei verschiedenen reellwertigen Nullstellen des zugehorigen cha-
rakteristischen Polynoms A; und As sind, lautet die Fundamentallosung:

Damit fiir die reellwertigen Nullstellen A\; # Ao gilt, muss das charakteri-
stische Polynom folgende Eigenschaft erfiillen:



Im Falle von Ay = Ao , muss fiir das charakteristische Polynom gelten

und die daraus folgende Fundamentallosung lautet:

Damit unser charakteristisches Polynom komplex konjugierte Losung hat,
muss folgende Bedingung erfiillt sein:

Formuliere ein Beispiel eines charakteristischen Polynoms, welches zwei kom-
plex konjugierte Losungen hat

und bestimme die zugehorige Differentialgleichung:

Bestimme die Nullstellen deines charakteristischen Polynoms und bestimme,
analog zum Vorgehen im reellen Fall, Basislosungen zu deiner Differentialglei-
chung:



Verifiziere die Giiltigkeit deiner Basislosungen:
(Verwende dazu, dass fiir die Ableitung im Komplexen gilt: %e” =re,reC)

und formuliere, wieder in Analogie zur Vorgehensweise im Reellen, eine Fun-
damentallosung fiir deine Differentialgleichung;:

Forme nun deine Fundamentallosung mit Hilfe der Potenzgesetze und der
Euler’schen Formel auf folgende Form um:

z(t) = Cre® (cos bt + 1sin bt) + Cae® (cos bt — 2sin bt)

mit A1 o2 = a &b als die Nullstellen von p(A).



Mit Hilfe der FEigenschaften von Lésungen einer homogenen Differentialglei-
chung kannst du nun

aus der Summe deiner Basislosungen (in der cis-Darstellung) und ei-
nem geschickt gewahlten Vielfachen eine reelle Basislosung in der Form
e cosbt formulieren ...

aus der Differenz deiner Basislosungen (ebenfalls in der cis-Darstellung)
und einem geschickt gewéhlten Vielfachen eine weitere reelle Basislosung
in der Form e% sinbt formulieren ...

und damit eine reellwertige Losung deiner gewohnlichen, linearen und homoge-
nen Differentialgleichung zweiter Ordnung mit konstanten Koeffizienten, deren
charakteristisches Polynom komplexe Wurzeln hat, formulieren:



Aufgaben:
1. Zeige mit Hilfe der Euler’schen Formeln:

ezx _|_ 6—7,31' . ell’ _ e—zx
cosx = ——— sing = ———
21

2

2. Beweise weiter: e™/2 =4, ™ =—-1, =1

16(t) — 8&(t) + 1452(t) =0,  2(0) = -2, &(0) = 1.

und stelle die Losung graphisch dar.

4. Bestimme die allgemeine reelle Losung von
i) a42+2x=0 und i) £+92=0

und vergleiche die graphischen Darstellungen mit der Losung aus 3.
Was fillt auf?

5. Beweise die folgende Aussage:

Seien 1,2 die komplez-konjugierten Losungen des charakteristi-
schen Polynoms einer linearen, gewdhnlichen, homogenen Dif-
ferentialgleichung 2. Ordnung mit konstanten Koeffizienten.
Dann ist

i(t) = Oy - el ™t cos(Im(N) - t) 4 Cy - BN T gin(Im(N) - 1)
eine reelle Fundamentallosung der Differentialgleichung.

Beweise durch Verifikation und konstruktiv/herleitend.



