784 Anhang: Losungen der Ubungsaufgaben
36) Nach Bild A-67 ist: i
y
1 i R 4 y=g*
JX = 5 a0 - ﬁ X dx = }
0 I R
1 4 3 2 \
= —7woR*H = — mR [
107 0" —
H X
1
Kegel :m =9V =—noR*H
( egelmasse: m = o 3 T ) Bild A-67
1
37) Nach Beispiel 1 aus Abschnitt 10.9.1 ist Jg = > mR2.
Aus dem Steinerschen Satz folgt dann (siehe Bild A-68):
1 3
Ju =Js+ mR? = EmR2 + mR?> = = mR?
M: Mantellinie
S:  Schwerpunktachse
(Symmetrieachse)
R: Radius
Bild A-68
VI Potenzreihenentwicklungen
Abschnitt 1
1 8 2 3
1 = — = = — = = — = - = —4.= =24
) a) ¢ g s 5 b) ¢ =03, s c) ¢ 3 s 5 ,
. Ap41 . 0 . .
2) a) lim |——| = lim =0 <1 = Reihe konvergiert
n— oo ap n—oo N 1
. Anii . 2n + 1 . 2+ 1/n 1 . .
b) 1 ——|=lm —/— = lim ———— = — < 1 = Reihe k t
) n:n[l)C a, nirr;4(2n+3) nirr;4(2+3/n) n < eihe konvergier:
n . 2 1 1 )
) nli:gc aa_:1 = nnglc 2(2”;17+—1) =3 < 1 = Reihe konvergiert
. Ant1 . In 2 : .
d) lm |—| = lim =0 <1 = Reihe konvergiert
n—oo ay n—oo N 1
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3) Ansatz:
("*1)1(”+2):ni1+ni2:A(n(n++2)l;_(nBJ(rn2—;_ . A=1 B=-1
. = 1 > 1 1
s 3 G675~ 2 1)
Partialsummen :

53

N A A N AR AN A R . 1
23 3 4 4 5) "2 50 o TR T,

(die inneren Summanden heben sich jeweils paarweise auf).

1 1 1
G t (S f): lim s, = li - — = —
renzwert (Summenwert) ) er; Sn ) er; < 2 — 2> 2

Die unendliche Reihe ist konvergent und hat den Summenwert s = 1/2.

4) iln(%-i—l) :iln(l:n) :i[ln(1+n)—1nn}

n=1 n=1 n=1
Partialsummen :

s =In2—-Inl =12 $2=(In2—-In1) + (In3 —In2) = In3;
—
0

s3=(In2—-Inl)+ (In3 —1In2) 4+ (In4 —In3) =In4; S sp=In(n+1)

Grenzwert der Partialsummenfolge:

lim s, = lim In(n + 1) = o0
n—0oo n—oo

Der Grenzwert ist nicht vorhanden, die Reihe daher (bestimmt) divergent.

5) Wir zeigen, dass die Reihen die fiir die Konvergenz notwendige Bedingung lim a, = 0
nicht erfiillen und somit divergent sind. n—eo

a) a, = (n + 1) 7n: <1 +l>7n: %
n n 1
(1+3)

1
n

1 1
lim a, = lim = =_—>0

n—oo n— oo 1 " . 1 n (&
1+ — lim (1 + —
n n— 00 n

(der Grenzwert im Nenner ist definitionsgeméf die Eulersche Zahl e).
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6)

7

b)

b)

)

d)

e)

b)

1
lim a, = lim ln(3+—> =In3>0
2n

n—oo n— 00

. 10" + 1 . 1 +107" 1
=lim ——=1Ilm —=—-<1 =

;
m hooe 1077 £ 1,0 10+ 10" 10

n— oo

‘an-%—l
an

Reihe konvergiert

n . 1)-5" 1 1 .
lim Antll _ im (n+ 1) = lim nt = — < 1 = Reihe konvergiert
n— oo an n— oo 5n+1 -n n— oo Sn 5
. An+1 22” . 1 . .
lim [——| = lim = lim — = — < 1 = Reihe konvergiert
n— o0 an n— o0 22n+2 nooo 4 &
( + 1) 1 n
fim |9t i ! 2 im T 1 i 1+1/n 1 <l =
m| —|==Imm ——="Im — = Im — = —
n— oo an n—oo l n_l n— oo 2n n— oo 2 2
" <3>
Reihe konvergiert
. 2)1+1 . 2 2
im (20 = fim " = fim 2 = lim ——=2>1 =
n— oo ay n— oo (n + 1) - 2n n—oo N+ 1 n— oo 1+ l/n
Reihe divergiert
. Any1 322 (2a)! . 327 .32. (2n)!
lim = lim ——— = lim =
n—oo | Qn nooo 20+ 2)1320 00 2n)! 2n+ 1) (2n + 2) - 327
lim o 0 <1 = Reihek jert
= — = onvergier
i 20+ 1) (27 1 2) &
im Tan] = tim of—" — im g <1
o 00 nooo \ (n+ 1) n—oo N+ 1

(der Zihler strebt gegen 1, der Nenner gegen o). Die Reihe ist somit konvergent.
5" 5\" 1 1,25"
a, = = — —_— =
4n . p2 4 n2 n?

. . uf1,25" . 1,25 1,25 1,25
lim {/|a,| = lim >— = lim = = =
n— oo n— oo n n—o00 \/ nz lim \n/ n2 lim \n/ n-yn

n— o0 n— oo

= 1,25 =125>1

(lim W) . (lim \”/7)

(unter Beriicksichtigung von lim +/n = 1). Die Reihe ist somit divergent.

n—oo
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)

8) a)

b)

9) a

b)

10) a)

b)

= lim
n— oo n— oo

=
8

B
I

= —1" =
lim (l +—>
n—o00 n

(der Grenzwert im Nenner ist die Eulersche Zahl e). Die Reihe ist somit konvergent.

la,| =10,5" - cos (2n)| = 0,5" - |cos (2n)| < 0,5"
N —
<1

Die Reihenglieder sind (betragsmifig) nicht grofer als die entsprechenden Glieder der
konvergenten geometrischen Reihe mit g = 0,5 (Majorante). Die Reihe ist somit kon-
vergent.

2 2 1
ay=——5<>5=2-— (fir n>1)
(n + 3) n n

o0
Die konvergente Reihe E — ist somit eine Majorante der vorgegebenen Reihe, dieser
n

n=1

daher konvergent.

Esist n* < n fir a < 1. Daraus folgt:
—a 1 1
ay=n""=—2>—
n“ n
Die Reihenglieder sind also nicht kleiner als die entsprechenden Glieder der divergenten
harmonischen Reihe (Minorante), d. h. die vorliegende Reihe ist divergent.

Wegen n + 1 > In(n + 1) firalle n > 1 gilt:
R B
" In(n+1) " n+1

Die Reihenglieder sind grofer als die entsprechenden Glieder der divergenten harmo-
nischen Reihe, die somit eine Minorante der vorgegebenen Reihe ist. Die Reihe ist daher
divergent:

1 1 1 1

T > 21 > 31 > ... und nlirlgc T 0 = Reihe konvergiert
1 1 . . .

1>=>—=> ... und lim =0 = Reihe konvergiert
3 5 nooo 20 — 1
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1 1 1 1

) —>—>—=> ... und lim — =0 = Reihe konvergiert
1 4 9 n— oo n?
1 1 1 . 1 . .

d) g > 2—53 > W > ... und nlin’;o W =0 = Reihe konverglerl

Abschnitt 2
ay . n .
1 = 1 =1 - =] -  _
) a) " anOO an+l nlmoo n + 1 nl»n;o 1 + l/n

Die Reihe divergiert in beiden Randpunkten. Konvergenzbereich: |x| < 1

n . 1 . 1
by = lim |-%| = lim “F =11m(1+—)=1
n—oo |An+1 n— oo n n— oo n
Die Reihe divergiert fiir x = — 1 (harmonische Reihe) und konvergiert fiir x = 1
(alternierende harmonische Reihe). Konvergenzbereich: —1 < x < 1
1)? 1\’ 1\°
O r= lim |- :nmw:nm(n+):nm(1+—):1
n—oo |An+1 n— oo n n— oo n n— o0 n

Die Reihe konvergiert in beiden Randpunkten. Konvergenzbereich: |x| < 1

d r= lm |2

n— o0

= lim =~ = lim 2 =2
n— 00 2” n— 00

An+1

Die Reihe divergiert in beiden Randpunkten. Konvergenzbereich: |x| < 2

2
{1+ —
a2 ‘ ( H)
= lim m: lim 1 1 =1
n—oo (N n n—oo (1 +7) (1 +7)
n n

Die Reihe divergiert in beiden Randpunkten. Konvergenzbereich: |x| < 1

i a
e) r = lim "

n— oo

Ap+1

f r= lim |-2 | = lim D+ DY lim (it Dnltn+ 1) _
nooo | Ant1 " o0 nl(n+ 2) PR n!(n+ 2)
1
(n+D)m+1) , (IJFZ)('“LI)
= lim ——— = = lim ———F——— = ©
n— o0 n+ 2 n— o0 1_'_3
n

Die Reihe konvergiert bestindig, d. h. fiir jedes x € R.

2) r = 1. Konvergenzbereich: |x| < 1
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Abschnitt 3
5 x2n+1
1) a) sinhx = ¢ bereich: <
) a) X ,;) Gn 1 onvergenzbereich: |x| < oo
S 2n+1
b) arctanx = Z (=" 2x 1 Konvergenzbereich: |x| < 1
n
n=0
4 6 S o
C) 111(]+x2):x2_%+%_+“.22(_])n+1.x7

Konvergenzbereich: |x| < 1

R o 2n
2) a) COth:l+ﬁ+ﬂ+”':;)(2n)l’ Konvergenzbereich: |x| < oo
1 -
b) coshx = —(ef + e %) =
1 zoxd x2 X3 Xt
:E[(1+x+2'+§+ﬂ+ ..)+<1—x+?—§+ﬂ—+ ):|
1 x2 X4 X2 X4 i) 2n
=—(24+2 - =—=4+2 -— L) =14+ =4+ =
ORI E R RS R P Ier
1 ~1/2 1 5 3 6 5
3) flx) = —— = (1 —x?) =1+—-x +=x"4+=x"+ ...
V1= x3 2 8 16
1 X —_— ~——

Niherungsfunktion Fehler

1 3
FO2) ~ 1+ 02)° + 3 (0,2)° = 1,004024  (auf 6 Dezimalstellen genau)

Fehler: ~ % 02)° = 0,16 - 107°

3 1 7
4 (X)) =e P .cosx =1 —-2x4+=x>——x3 — —x*+ ...
) a) f(x)=c¢e COS X x+2x 3x 2~ +
Konvergenzbereich: |x| < oo
.2 , ! 2 .
b) f(x) =sin“x =x —?—l—gx — +...; Konvergenzbereich: |x| < oo

¢) Der Faktor (1 + x?) ~! wird nach der Binomischen Formel entwickelt

(Substitution x — x%,n = —1):
sinh x 5 101
= =q1 Dl gnhx =x — — x4+ — x5 — + ..
%) T2 (1 +x7) sinhx = x — —=x +120 +

Konvergenzbereich: |x| < 1
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5)

6)

7

a) f(x) =cosx = ! —%ﬁ(x—%)l—l< —£>2+L\/§( —1)3+...

2

Konvergenzbereich: |x| < oo

b) f(x)zﬁ:1+—(x71)lf—(x71)2+i(x71)3+...

Konvergenzbereich: 0
1 2
o fx) = 2 3

Konvergenzbereich: 0

<x<2

= —14+1x-1D>=2x -1 +3x-D*—+...

<x <2

2 3
N (RS S P S

Ndherungsfunktionen (Bild

filx) =x
folx) =x —x?
fi(x) = x — x? +ix3
2
Bild A-69
fx)=V1i—x =
VT =005 = (1 - 0,05)
1 1-1

2! 21
A-69):
69) y“
y="fi(x)
11 ///
A=t
//// y=x-e*
1 1 X
y="1fi(x)
y="ra(x)
-1
y="fa(x)
Il
y="1z(x) ¥
y:x.e‘x

— x)'? wird nach der Binomischen Formel entwickelt (n = 1/2):

=1-0,025 - 0,0003125 — 0,00000781 — 0,00000024 — ...

12 _
1-1-3 1-1-3-5
0,05)2 - ——— 2 (0,05) - ——— =~ (0,05)* — ... =
) 2-4-6( ) 2~446-8( )
N e’
<05-10°°

Abbruch der Reihe nach dem 4. Glied: /1 — 0,05 =~ 0,974679 (auf 6 Dezimalstellen

nach dem Komma genau)
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8) 8% = 0,139626

1
cos 8° = c0s0,139626 = 1 — (0,139626)% + — (0,139626)* — + ... =

1
41
=1 —-0,000784 + 0,000016 — + ...

N e’

<05-107%

Abbruch nach dem 2. Glied: cos 8° =~ 0,9902 (auf 4 Dezimalstellen genau)

o ] e 1 !
) sinx=1-(x= ) + 5 (x-F) -+

Naih bel: si I 1( ”)2 L A

anerungsparavel: SInx =~ - — —_ — = — —X — X -

&P 21 2 2 2 8

10) Man erhilt die bi-quadratische Gleichung

| %2 4
+55+

| =

=4 — x? oder x*+36x2-72=0

~

!

mit den reellen Losungen x;, = 4 1,378.

X X
1
11) F(x):J dt:J(l—t2+t4—t6+—...)dt:
0 0

1+ 2
:l——l3+il5——l7+— X:x——x3+ix5——x7+—
3 5 7 h 0 3 5 7
Wegen
X 1 .
Ji dt = [arctan t] = arctan x — arctan 0 = arctanx — 0 = arctan x
1+ t2 0
0

handelt es sich um die Mac Laurinsche Reihe von f(x) = arctan x. Sie konvergiert fiir
|x] < 1.

12) a) In der Mac Laurinschen Reihe von cosz wird z = +/x gesetzt und anschlieBend
gliedweise integriert:

0,5 0,§ ) 3
X X X
Jcos(ﬁ)dx: ‘ (l_i+ﬂ_a+_"')dx:
0 0
x? x3 x* 93
:[x_z TRy A T }0 -
0,52 0,53 0,54
=05 + — ... =

T2.21 7341 4.6

0,5 — 0,0625 + 0,001736 — 0,000021 + — ...
——

<05-107%
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Durch Abbruch der Reihe nach dem 3. Glied folgt:

0,5
J cos (v/x) dx = 0,4392 (auf 4 Dezimalstellen genau)
0

' 1
b) Die Mac Laurinschen Reihen von e* und P (x + 1)_] = (1 + x)_] werden
X

gliedweise ausmultipliziert, anschlieend wird integriert:

0,2 0,2 0,2
exd (4w ]+12 13+94+ d
X = (& X X = — X — —x — X x =
x + 1 2 3 24
0
| 0,2
_ L3 b 4, 75 _
7{x+6x o~ +120 + L

1 3 1 4 9 5
=02+ —(02)° — — (0,2 — (0,2 =
0, +6(0,) 12(0,) +120(0,) +

= 0,2 + 0,001333 — 0,000133 + 0,000024 + ...
N —
<05-107%

Durch Abbruch nach dem 3. Glied folgt:

0,2
X
J j_ 1 dx = 0,2012 (auf 4 Dezimalstellen genau)
X
0

¢) Die Mac Laurinsche Reihe von sinx wird zunichst gliedweise durch x dividiert und
anschliefend integriert.

1 1
sin x X X x6
M= (1-2 42 - )=
Jx J( sitsio ot >
0 0

S}
'S

=1 — 0,055555 + 0,001666 — 0,000028 + — ...
N’
<05 -107*

Durch Abbruch der Reihe nach dem 3. Glied folgt:

1
J S x dx = 0,9461 (auf 4 Dezimalstellen genau)
X

0
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13) Esist

1 d d x2 x3 x*
a0 =L ()

=1+x+x2+x34+ ... (konvergent fiir |x| < 1).

) p) =pol1 -ty LA 2+
P\ = Po 7991m ' 2 \7991m

Lineare Niherung: p (h) = po (1 -

h
7991 m

Der (absolute) Fehler Ap liegt in der Groffenordnung des vernachlissigten quadratischen
Gliedes, fiir den relativen Fehler gilt dann (mit p in der /inearen Niherung):

1( ] )2

A

l:%gom ~ h<1053m, d.h Ay — 1053m
p

~ 7991 m

Eine bessere Abschitzung fiir den relativen Fehler erhilt man, wenn man fiir den Druck p
die exakte Exponentialformel verwendet. Dies fiihrt allerdings zu einer transzendenten Glei-
chung (bzw. Ungleichung), die sich jedoch mit dem Tangentenverfahren von Newton leicht
16sen ldsst. Ergebnis:

i( ] )2

A

P % <00l = h=1058m, d.h. hpm = 1058m
p e 7991m

15) cos ¢ wird in eine Mac Laurinsche Reihe entwickelt, Abbruch nach dem konstanten Glied:

/ [ 1
COS(pZn\/ 1—— %—4— >z27r E

vemachlass1gbar

in 0. Nédherung!

Die Schwingungsdauer entspricht jetzt der Schwingungsdauer eines Fadenpendels (¢ = 0)!
16) a) To=2m+/LoCo = 6283 - 107 3s = 6,283 ms
b) T(C) =2a+/LoC =2m+Ly-VC

Die Funktion f(C) = v C wird um die Stelle Cy in eine Taylor-Reihe entwickelt:

1
f(Cc) =V =+/Co +2\/C_0(C—C0)+
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T(C) =2a\/Lo - £(C) = 2a\/Ly - VC =
1

2y/Co
L L
=27,/LyCo +7 C—O(C7C0)+.,.:T0+n C—O(cfco)+...
\ , 0 0
Ty

Lineare Niherung (linearisierte Funktion):

L L
T — Ty =my|=2(C— Cy) oder AT = (| =2 AC
Co CO

(mit AT =T — Ty und AC = C — Cy)

=2n L0< Co + (C—Co)+...>

) AT = 1,89 - 107 %s= 0,189ms,  ATexa = 1,86 - 10"*s = 0,186 ms
2
17) Mit x = (3) erhilt man aus der Binomischen Formel (fir n = —1/2):
c
N —1/2 o 1
m:m0<1—<ﬂ>) :mo(l—x)l/:mo(l—&-—x—i-...):
c 2
_ - 1 (v>2+ N - v?
- mo 2 \c ) e 2¢?
18) a) 1 b) 0 c) 1 d -1 e) n-a""!
3 .
) 0 9 5 h) 1 ) 0
j)  Nach dreimaliger Anwendung der Bernoulli-de L’'Hospitalschen Regel folgt:
. ox3 =2 . 3x2 , 3x . 3
th;c e2v Xlln; 2. e xlin;o 2. e xlinolo 4. e2r 0
1 1
h 2 2
o lim WO ot (V) 2V L
xs0 VX =0 1 x—0 cosh” (y/x)
2%
190 a) Typ OO; (zx)x _ eIn (2x)" _ ex-ln (2x)
Der Grenzwert wird im Exponenten gebildet:
1
— -2
In (2
lim [x - In (2x)] = lim n ( x): im 2% = lim (—x) =0

x—0 x—o 1/x o —1/x2 7 2o
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lim [x-In (2
Somit: lim (2x)* = e(xlf})[x ne9l) _ e =1
x—0
X X
b) Typ OOO; (l) — eln (%) — ex-ln(%) — ex(lnlflnx) — ex(O—lnx) _ e—x-lux
X
Weiterer Losungsweg wie in a):
1\* lim (—x-1
lim (—x - Inx) = 0;  lim (—) _ (MmO ) oy
x—0 x—0 \ X
©) Typ 0 (—o0) .
In x - x3 x?
lim (x? - Inx) = lim —~ = lim —*~ = lim :lim(——):o
X‘*O( ) x—0 L x—0 _i x0 —2X x—0 2
) 3
d) Typ 0 o0 |
. _ vii . 24/x .
lim (e™ - v/x) = lim = lim = lim —— =0
xﬁx( V) x—ooo €% Yoo ©€F xooo 24/X - ¥
e) Typ 0- o0 1 1
t 2 s2(x/2) 2
lim (x — 7) - tan (1/2) = lim SO/, 0?2 (/) 2
xX—1 x—x 1 x—mx 1
x—n (x —a)?
2
_ 2(x —
= lim %:lim (x = ) =
xom =20 0082 (X/2) xmw 5 g cog(x/2) - (—sin (x/2)) - =
xX—x x —
=l =2 1 =21 =2-(=1)==2
Xin}q cos (x/2) - sin (x/2) Xgr:, sin x XT:I cOos X (=1
—_——
(1/2) - sinx
(nach 3-maliger Anwendung der Grenzwertregel von Bernoulli-de L"Hospital)
f) Typ oo — o0 1
) 1 1 . X —tanx . b= cos? x
lim — — ] = lim —— = lim —
x—o0 \tanx  x x—0 X -tanx  x_o
1. tanx + 7o X
cos? x
) cosZx — 1 ) cos?x — 1
=lim ———=lim —— =

cootanx - cos2x +x (o sinx - cosx + x

—2 -cosx - sinx 0 0

= lim

— ———0
x—0 cos2x — sin®x + 1 1-0+1 2

(nach 2-maliger Anwendung der Grenzwertregel von Bernoulli-de L’Hospital und Beach-

tung von tanx = sinx/cos x).
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2 4 5 4
1 — cosx 17<17%+%7+”') x__x_Jr_
200 @) lim ——>" = lim S = lim 2 4L =
x—0 X x—0 X x—0 X
i 1 x2+ 1
=1lm (= ——+ — ... —
r—o0 \2! 4! 2
b lim 2(x—sin.x) _
r—o0e¥ — 14 sinx
) x3 x> X7
X — |x - '+§ '+f..,
= lim =
x—0 ] x2  x* x* ] x3 X
+x+ﬂ+—'+—!+... -1+ x—§+—!+— ..
X3 x> X x2  x* xS
2 —'——!+ﬂ—+.. 2 —'—§+ﬁ—+...>
= lim = lim =0
x—0 2 xz )C4 x—0 2 X x3
x+§+m+. +i+ﬂ+.
x2  x*  x®
1+>54+—=+=+...] -1
. coshx — 1 . ! ! !
¢) I lim =
x—0 X x—0 X
x2  x* xS
ST T x x5
= lim =lm|(~+—+=+...] =0
x—0 X x—0 \2! ! !
{ x3+x5 N }2
) X*f' 7'7 -
& lim 2 F — gim 35 -
x—0 X x—0
x*  x* 2 ) x?  x* 2
|:X(1*§+§*+ ):| X (1*§+§*+ )
= lim = lim =
x—0 x—0 X
xz  x* 2
= 1i 1 — =+ — ] =0-1=0
XTI)X( s tsr )
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21)  lim (x — %) = lim eX(i - 1) — lim e* - lim (i - 1) -
X — 00 X — 00 e)l X — 00 X — 00 eX

= lim e*’.(lim 2 lim 1):00(0—1):—00
X

X — 00 X — 00 € X — 00
—— — e
00 0 1

Berechnung des zweiten Grenzwertes nach der Regel von Bernoulli-de L’Hospital

()

VII Komplexe Zahlen und Funktionen

Abschnitt 1

1)  Siehe Bild A-70

Im(z)

Bild A-70




